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Resumo. Um sistema dindmico possui invariantes que sao obtidos por meio do gréafico de
recorréncia e da andlise de quantificacao de recorréncia. Porém, tais técnicas demandam um
alto tempo computacional para a realizacao de seus cdlculos. Para amenizar esse problema,
propoem-se uma abordagem que utiliza a transformada wavelet discreta para reduzir o tempo
computacional ao obter séries temporais suavizadas, com menor quantidade de pontos, que
preservam a dinamica do sistema. Nesse trabalho, a abordagem ¢é aplicada na andlise das
séries temporais do sistema de Rossler.
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1 Introducao

Para compreender o mundo fisico, sdo necessarias observacoes, medidas, analises e
predicoes dos padroes expressos na natureza. Porém, grande parte desses padroes pos-
suem dindmicas complexas, nao-lineares e nao-estacionarias que dificultam a sua compre-
ensao efetiva. Para tentar compreendé-los, utilizam-se métodos como célculo de dimensao
fractal, expoente de Lyapunov, entropia [3]. Esses métodos possuem desvantagens como
a necessidade de séries temporais longas, alteracoes dos resultados devido a presenca de
ruido e dificuldade para analisar sistemas nao-estaciondrios [5]. O Grdfico de Recorréncia
(Recurrence Plot - RP) [3] surge como uma alternativa para o estudo de sistemas comple-
xo0s. Esse grafico é uma matriz binaria simétrica que indica a proximidade de dois estados
diferentes no espago de fase a partir de uma certa definicao de proximidade. Dessa forma,
o grafico de recorréncia permite visualizar as estruturas relacionadas ao sistema dinamico
que gerou a série temporal além de estimar os invariantes presentes naquele sistema. Para
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extrair as informagoes presentes no grafico de recorréncia, utiliza-se a Andlise de Quan-
tificacdo de Recorréncia (Recurrence Quantification Analysis - RQA). Essa andlise gera
medidas estatisticas baseadas na ocorréncia de pontos e de linhas, diagonais e vertivais,
do grafico de recorréncia.

Contudo, para séries temporais longas, o calculo do grafico de recorréncia e de seus
respectivos quantificadores demandam um alto custo computacional. Para tentar amenizar
essa desvantagem, buscam-se métodos que diminuam a quantidade de pontos e preservem
os invariantes do sistema. Yan et al. [9] propoem utilizar a transformada wavelet packet
para obter detalhes de diferentes escalas, enquanto Costa [1] propdem a suavizagdo do
grafico de recorréncia.

Baseando-se na ideia de suavizacao do sinal, esse trabalho visa apresentar a poten-
cialidade da Transformada Wavelet Discreta (Discrete Wavelet Transform - DWT) [2]
como técnica a ser utilizada para reduzir o tempo computacional do célculo do grafico de
recorréncia e de seus quantificadores ao gerar séries suavizadas, com menor quantidade de
pontos e equivalente precisao.

2 Fundamentos teodricos

A abordagem proposta nesse trabalho utiliza as técnicas transformada wavelet discreta,
grafico de recorréncia e andlise de quantificacao de recorréncia.

2.1 Transformada wavelet discreta

A transformada wavelet discreta é uma transformacao integral e linear que utiliza
como base uma funcao wavelet analisadora escolhida com certas caracteristicas de loca-
lizagao, normalizagao e admissibilidade [2]. Essa transformada permite analisar sinais em
multiescalas. Dessa forma, a transformada wavelet discreta pode ser usada para obter
uma versao suavizada do sinal, com menor quantidade de pontos, que preserve a dinamica
que ele representa em diferentes niveis de resolucdo. A Figura 1 mostra um exemplo da
aplicagao da DWT.
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Figura 1: Exemplo da aplicacdo da transformada wavelet discreta. Nesse exemplo, usou-se a
wavelet ortogonal de Daubechies com ordem 4 de aproximacao local com um nivel de decomposicao.
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2.2 Grafico de recorréncia e analise de quantificacao de recorréncia

O termo recorréncia estéd associado ao Teorema de Recorréncia de Poincaré [6], o qual
garante que, depois de um certo tempo e diante de condigoes bem gerais, as trajetorias
de um sistema, com excecao de algumas muito particulares, em seu espaco de fase retorna
tao proximo quanto se queira a um mesmo estado anterior infinitas vezes. Baseando-se
nesse teorema, Eckmann, Kamphorst e Ruelle [3] criaram o gréfico de recorréncia para
visualizar a dinamica de sistemas recorrentes. Matematicamente, esse grafico é obtido por:

RPM = 0(p— || — 7 @iy €R™ ij=1,  N; (1)

em que N é o nimero de pontos de &, m é a dimensao de imersao, p é o raio de vizinhanga
no ponto @, || - || é a norma de vizinhanca e (-) é a fungdo de Heaviside. Se RP; " = 1,
o estado é dito recorrente e um ponto preto é marcado no grafico de recorréncia. Se
RPZ- =0, o estado é dito nao recorrente e um ponto branco é marcado no grafico. A
Figura 2 mostra os graficos de recorréncia das séries temporais apresentadas na Figura 1.
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Figura 2: Gréficos de recorréncia das séries temporais da Figura 1. Nessa representacio, pontos

pretos e brancos representam estados recorrentes e nao recorrentes, respectivamente.

Para auxiliar a interpretagao do gréafico de recorréncia, Webber e Zbilut [8] criaram
a andlise de quantificagdo de recorréncia. Essa andlise extrai estatisticas (Tabela 1), ba-
seadas na ocorréncia de pontos e de linhas do grafico de recorréncia, que sao capazes de
quantificar a dinamica do sistema.

3 Metodologia proposta

Utiliza-se a transformada wavelet discreta para reduzir o tempo computacional do
cédlculo do grafico de recorréncia e de seus quantificadores. Para isso, sdo necessarias as
quatro etapas apresentadas na Figura 3.

A etapa inicial utiliza a transformada wavelet discreta para gerar séries suavizadas que
preservam a dinamica do sistema e reduzem a quantidade de pontos das séries temporais.
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4
Tabela 1: Estatisticas da analise de quantificacao de recorréncia.

Medida Sigla  Descrigao

Taxa de recorréncia RR Densidade dos pontos recorrentes no grafico de recorréncia.

Determinismo DET Razdo entre o nimero de pontos recorrentes que formam estruturas di-
agonais e todos os pontos recorrentes.

Comprimento maximo  Lpyax Tempo maximo em que dois segmentos de uma trajetoria ficam préximos

das linhas diagonais um do outro.

Comprimento  médio L Tempo médio em que dois segmentos de uma trajetdria ficam préximos

das linhas diagonais um do outro.

Entropia ENTR Usa a distribuicdo de frequéncia dos comprimentos das linhas diagonais
para indicar a complexidade da estrutura do sistema.

Laminaridade LAM Razao entre o nimero de pontos recorrentes que formam estruturas ver-
ticais e todos os pontos recorrentes.

Comprimento  médio TT Tempo médio em que dois segmentos de uma trajetéria permanecem no

das linhas verticais mesmo estado.
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Figura 3: Fluxo da metodologia proposta.

Nessa etapa, usa-se a DW'T para obter trés niveis de decomposicao e, assim, dividir o
conjunto de dados em quatro grupos:

e Nivel 0: séries temporais originais de tamanho N.

e Nivel 1: coeficientes escala do primeiro nivel de decomposi¢ao de tamanho N/2.

e Nivel 2: coeficientes escala do segundo nivel de decomposi¢ao de tamanho N/4.

e Nivel 3: coeficientes escala do terceiro nivel de decomposicao de tamanho N/8.

A segunda e a terceira etapa compreendem a andlise dos dados usando o grafico de
recorréncia e a andlise de quantificacao de recorréncia. Assim, para cada nivel de decom-
posicao, obtém-se os graficos de recorréncia e extraem-se as sete medidas de quantificagao
descritas na Tabela 1.

A 1ltima etapa utiliza técnicas de aprendizado de maquina para identificar o quanto
cada nivel de decomposicao ¢ eficiente na caracterizacao da dinamica presente no conjunto
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de dados. Para isso, treina-se os classificadores com as medidas extraidas na etapa anterior
e avalia-se quantos registros sdo classificados corretamente. Assim, a eficiéncia de cada
nivel é representado pelo valor da acuracia obtida pelo classificador. Nesse trabalho,
adota-se o uso da arvore de decisao J48, disponivel no software WEKA [4].

4 Resultados e discussoes

O sistema de Réssler [7] é um modelo nao-linear, tridimensional definido por:

T=-y—z ; y=x+ay ; Z=b+z(x—c) (2)

nos quais x, y e z sao as varidveis dinamicas que definem o espaco de fase e a, b e
¢ s2o os parametros responsaveis por regular a dinamica do sistema. Dependendo dos
valores dos parametros de controle, o sistema alterna entre solucoes periddicas e cadticas
(Figura 4). Em relagao a dinamica cadtica, quando é possivel definir no espago de fases um
ponto de referéncia ao redor do qual as trajetdrias rotacionam, tem-se um regime de “fase
coerente” (Figura 4b). Por outro lado, quando nao for possivel a definigdo desse ponto de
referéncia, tem-se um regime de “fase nao coerente”e a presenga um atrator chamado de
funil (Figura 4c).

(a) Periédico (b) Cadtico coerente (c) Cadtico néo coerente

Figura 4: Diferentes comportamentos presentes no sistema de Rossler.

Para visualizar os diversos comportamentos existentes no sistema de Rossler, gerou-se
um conjunto de trajetérias com a seguinte configuragdo: b=2,c=4¢e0,3 < a < 0,5 (com
Ar = 0,00005). No total, obteve-se 4001 trajetérias utilizando o método Runge-Kutta de
quarta ordem com passo de integragao h = 0,05 e condigao inicial (zo;yo;20) = (1;2;3).
Nesse trabalho, analisou-se apenas o componente y(t) com 4096 pontos.

Ao gerar o conjunto de dados, aplicou-se a transformada wavelet discreta, usando a
wavelet ortogonal de Daubechies com ordem 4 de aproximacgao local em trés niveis de
decomposicao, para obter as séries suavizadas e, assim, formar quatro grupos de estudo.
Para cada grupo, obteve-se o gréafico de recorréncia e seus respectivos quantificadores
usando a configuragao da Tabela 2, no qual m é a dimensao de imersao, 7 é o atraso, p
é o raio de vizinhanca e [ é o tamanho minimo da linha diagonal. A Tabela 2 também
apresenta o tempo para calcular a DWT e realizar o RQA.

Para testar a metodologia foram realizados dois tipos de experimento. O Fxperimento 1
teve por objetivo localizar as regides cadtica e nao cadtica do sistema de Rossler (respecti-
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Tabela 2: Pardmetros do RP/RQA e tempo de célculo de decomposicao de cada nivel de decom-
posicao do sistema de Rossler.
Nivel de decomposicao Configuracao RP e RQA Tempo de célculo [s]

m T P l DWT RQA Total
0 3 20 1 512 - 2103 2103
1 3 14 V2 256 23 475 498
2 3 7 2 128 35 126 161
3 3 3 2V2 64 41 36 77

Obs.: Tempo referente ao processamento em CPU Intel Core i7-4790 @ 3.60GHz e 8Gb de RAM.

vamente, as regioes azul e vermelha da Figura 5a). Nesse caso, a rotulacao de cada registro
foi baseada no valor do expoente de Lyapunov das séries do nivel 0 de decomposigao. No
Ezxperimento 2, o objetivo era distinguir as regioes nao caotica, cadtica fase coerente e
cadtica fase ndo coerente (respectivamente, as cores azul, rosa e vermelha da Figura 5b).
Ao final dessa etapa, cada experimento possui quatro conjuntos de quantificadores, no
qual cada registro contém as sete medidas de quantificacdo e uma classe.

040 045 050
a

(a) Experimento 1 (b) Experimento 2

Figura 5: Localizagdo das regides cadtica e nao cadtica do sistema de Rossler.

Em cada experimento, para cada nivel de decomposicao, apresentou-se o conjunto dos
quantificadores a arvore de decisao J48. Como pode ser observado na Tabela 3, o uso da
DWT possibilitou a obtencao de acuricias superiores a 90% nos dois experimentos.

5 Conclusoes

Para o sistema de Rossler, a metodologia proposta foi capaz de obter séries compactas
que preservaram a dinamica do sistema, reduziram o tempo computacional do célculo do
RP e RQA e possibilitaram a distingao dos diferentes tipos de comportamento presentes
no conjunto de dados.
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Tabela 3: Acurdcias obtidas em cada experimento quando todos os sete quantificadores sao usados
como padroes de entrada para a arvore de decisao J48.

Nivel de decomposigao Acurécia
Experimento 1 Experimento 2
0 0,94 0,88
1 0,96 0,90
2 0,97 0,90
3 0,96 0,90
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