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Resumo. Neste trabalho utilizamos um modelo matema&tico simples para representar o
crescimento de tumores avasculares. Através de dados da literatura realizamos a calibragao
do modelo proposto tendo como base a abordagem Bayesiana. Nesta abordagem, as dis-
tribuigoes a posteriori dos parametros sao obtidas utilizando duas técnicas: amostragem
via algoritmo de Metropolis-Hastings, um método de Monte Carlo via cadeias de Markov,
e amostragem via grade fixa. Ambas conduziram a resultados satisfatérios para os expe-
rimentos realizados e sao por natureza mais informativas que os métodos tradicionais de
regressao.
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1 Introducao

Muitos trabalhos vém sendo desenvolvidos atualmente para explicar como ocorre o
surgimento e a evolucao tumoral, um fenémeno complexo, nao linear, que envolve meca-
nismos regulatorios em diversas escalas espago-temporais. Dentre os estudos realizados,
alguns tém como enfoque o desafio da construcao de modelos matematicos preditivos,
como em [3-5]. Para que um modelo seja preditivo, isto é, capaz de predizer o fenémeno
que se propoe a representar, é necessario considerar trés etapas:

1. Verificagao: avaliar a diferenca entre os resultados produzidos pelos modelos numérico
e matematico. Pressupde a verificacao da solugéo, a qual envolve principalmente a es-
timativa do erro a posteriori. Nesta etapa, o erro devido a discretizacao é quantificado,
estimado ou limitado de algum modo e eventualmente julgado aceitavel;
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2. Calibragao: ajustar as informagoes sobre os parametros (ou a falta delas) obtidas
a priori de modo a tornar o modelo definido no cendrio especifico consistente com as
observagoes disponiveis (dados), os quais usualmente vém acompanhados de incertezas;

3. Validagao: a meta do processo de validagao é assegurar a validade da teoria (isto
é, do modelo matemético). Os métodos de validacao incluem, quando possivel, com-
paracoes das predicoes computacionais com observagcoes, testes fisicos e experimentos
e devem levar em consideracao a questao fundamental do entendimento dos impactos
das incertezas no modelo matematico.

A calibracdo pode ser realizada através de técnicas como minimos quadrados, abor-
dagem Bayesiana, méxima verossimilhancga, etc [8]. O processo de calibracao através da
abordagem Bayesiana é foco deste trabalho. Na inferéncia Bayesiana, as incertezas e/ou
falta de confianga na teoria/modelo também sao incluidas na andlise através da proba-
bilidade condicional de que o modelo ird predizer as observacoes, dados os parametros
(fungao de verosimilhanga). Assim, o teorema de Bayes combina estes elementos de uma
forma bastante natural e sistematica, permitindo inferir tanto a distribuicao a posteriori
dos parametros que melhor adequam o modelo tedrico aos dados assim como seus valores
mais provaveis [4].

2 Processo de Calibracao

O crescimento tumoral estd atrelado a eventos que ocorrem em diferentes escalas
biolégicas, espaciais e temporais. Sob essa perspectiva, para a obtencdo de um modelo
matematico preditivo, é crucial definir o foco de investigacao e integrar dados experimen-
tais para que o modelo possa ser calibrado e posteriormente validado. A confiabilidade da
predicao do modelo depende de como as incertezas sao quantificadas e propagadas, sendo
cada fase deste processo acompanhada de incertezas: percepgao do modelo, aquisi¢ao
de dados experimentais, calibracdo, etc. A abordagem Bayesiana é utilizada aqui para
calibrar os parametros de um modelo de crescimento tumoral avascular sem restricao nu-
tricional.

2.1 Modelo Matematico

Para ilustrar o processo de calibracao utilizamos um modelo simples de crescimento
exponencial para representar a evolugdo do volume tumoral (N). Este modelo descreve
a taxa de variacao do volume tumoral como contribuicao do balanco entre proliferacao
e morte, descrita por uma taxa de crescimento constante. Esta dinamica corresponde
somente a fase de crescimento avascular, na qual o tumor invade tecidos adjacentes até que
o fornecimento de nutrientes deixa de ser suficiente para manter seu ritmo desgovernado
de crescimento. Sob as hip6teses descritas, o modelo proposto, definido em (0, Typax], onde
Tmax representa o tempo maximo de evolugao, é dado por:
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3
ﬂ = rN; Solugao Exata
dt — ] N = Ny exp(rt) \ (1)
N(to = 0) = No;

em que 7 > 0 é a taxa de crescimento (dia™!) e Ny é o volume tumoral inicial (cm?®). Os
dados publicados em [1] (Segao 2.2) s@o utilizados para calibrar os parametros r e Np.

2.2 Dados Experimentais

O trabalho apresentado em [1] tem como objetivo desenvolver e caracterizar um novo
modelo animal para estudo do carcinoma de células escamosas (SCC), o mais comum
cancer de cabega e pescoco (HNSCC) [6]. Através da administracao subcutanea de uma
origem humana da linhagem celular de HNSCC (SCC-4) em ratos atimicos (que nao pos-
suem o timo, érgao de defesa do organismo), os autores avaliam, dentre outras proprie-
dades, o crescimento do tumor. Os resultados obtidos em [1] s@o reproduzidos na Fig. 1,
com um tumor mensuravel a partir de 7 dias da inoculacao de SCC-4. Os dados fo-
ram obtidos parcialmente do préprio artigo (Tabela 1, com média + desvio padrao) e
complementados com extragao digital utilizando a ferramenta online WebPlotDigitizer
3.11 [7]. Na Fig. 1 indicamos também o ajuste via minimos quadrados nao-linear, deno-
tado por MQ-gnu, realizado usando o programa Gnuplot através de uma implementacao
do algoritmo de Levenberg-Marquardt (via comando fit). Este ajuste MQ-gnu conduziu
a Nog = 0,085758 e r = 0, 172668.

Tabela 1: Dados experimentais [1]. "% [ Fit Gruplot: 0.085758"exp(x"0.172668)
6.0
Dias Volume g 50t
apoés Tumoral '_‘é
Inoculagao (cm?) é
10 0.40 £ 0.10 3
13 0.72 + 0.16 .
15 1.01 £ 0.20 s 0 5 2 2
Dias ap6s Inoculagédo de Células Tumorais
20 2.73 + 0.33 i _ , . ~
Figura 1: Evolucao tumoral apds administracao
24 5.19 + 1.52 subcutanea de SCC-4.

2.3 Abordagem Bayesiana para Calibragao

Nosso objetivo com a calibragdo é ajustar os parametros r e Ny de (1) para que o
volume tumoral resultante do modelo proposto represente os resultados obtidos experi-
mentalmente por [1]. Usando a nomenclatura introduzida em [8], definimos m = {r, Np}
como o conjunto dos parametros e d como o conjunto dos dados. O Teorema de Bayes
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estabelece que:
Tlver (d ‘ m)ﬂ'prior (m)

Tevid (d) ’ (2)

em que Tprior representa o conhecimento inicial (distribuicao conjunta de probabilidade a
priori) acerca dos pardmetros m, 7y € a fungao verossimilhanga que permite atualizar
o conhecimento de m a partir do conjunto de dados d e Teyiq € a evidéncia (constante
de normalizagao), que representa a informagao contida nos dados d [8]. O paradigma
da calibracdo Bayesiana estd descrito em detalhes em algumas referéncias como [4,8] e
consiste na atualizacao do conhecimento a priori mprior @ partir dos dados obtidos. A
Eq. (2), portanto, é utilizada como um mecanismo para aprimorar o conhecimento sobre
m sempre que novas informacoes estiverem disponiveis.

Assumimos que os dados sao independentes entre si e que as incertezas obtidas nos
experimentos realizados por [1] seguem distribuigbes Gaussianas com desvios-padrao o;.
Deste modo, a funcao de verossimilhanca my., é dada por:

1 1A (di—di\>
err(d‘m) = Jimexp <_2; < o; ) ) ’ (3)

em que d. representa os dados para o procedimento de calibragdo [1] e n o tamanho
do conjunto d (resultado do problema direto). Para todos os testes consideramos um
valor fixo o; = o = 0.319, que equivale & média dos valores experimentais obtidos em
[1]. As distribuigoes de probabilidade a priori foram definidas com com base no ajuste
MQ-gnu. Especificamente, definimos mpior(m) = w7 w0 4(0.15,0.19) e

priorTrprior
o~ 14(0.07,0.13). Assim, Tpost € dada por:

prior
n 1 1 /d—di\?
ost (m|d) o< e — | £ rior (1M1). 4
o (mld) H(U — xp[ (" )])m( ) @

3 Calibracao do Modelo

Tpost (m|d) =

r
com 71-prior ~

As distribuigoes de probabilidade a posteriori sobre os parametros sao exploradas
utilizando duas técnicas:

i) Amostragem via grade fixa: o espaco paramétrico é particionado uniformemente
em pequenos subintervalos;

ii) Amostragem via algoritmo de Metropolis-Hastings: um método de Monte
Carlo via cadeias de Markov (MCMC) [2].

A amostragem via grade fixa é a mais simples pois s6 depende da particao do espaco
paramétrico, a qual tem que ser definida a priori. O método de Metropolis-Hastings
faz a varredura aleatéria do espaco paramétrico a partir de um dado ponto inicial. O
caminho percorrido é modificado com base em regras de aceitacdo e/ou rejeigao, e tem
como objetivo alcancar uma distribuicao alvo [2]. Sua eficicia depende do nimero de
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amostras utilizadas e sua natureza sequencial é uma de suas limitagoes, que pode tornar o
algoritmo custoso pelo niimero de iteracoes necessarias para que este atinja convergéncia.

Na Fig. 2 apresentamos a distribuicao conjunta a posteriori utilizando o método de
grade fixa com duas malhas diferentes. Discretizamos o espago paramétrico em 10 (r) x
10 (Np) e 100 (r) x 20 (Np) divisoes, resultando nos valores mais provéveis r = 0, 171818;
No = 0,080909 e r = 0,169048; Ny = 0,086634. As evolugoes do Modelo (1) com estes
parametros sao apresentadas nas Figs. 2(a) e 2(b). As diferengas sdo sutis quando com-
parados os valores mais provaveis obtidos, apesar do aumento do nimero de simulagoes
(de 100 para 2000) e consequente aumento do custo computacional.

7.0 T . .
° Fit Gnuplot: 0.085758*exp(x*0.172668) ——
3 6.0 | Calibragéo: 0.080909%exp(x*0.171818) —— | /]
] .
3 o016 "’E
S 012 & 50 1
o —
5 008 ) | 1
2 004 g 4.0
] 5
S 0.00 F 30" ]
2 o
3 g
0.150 2 20 i
0.160 = o
0.170 010 0-13 ’
r(dia’)  0.180 011 0.0 " ‘ ‘
0.190 008 009 3 :
0.07 N (em®) 5 10 15 20 25

Dias Apo6s Inoculagdo de Células Tumorais

(a) Método de grade fixa, discretizando o espago paramétrico com 10 (r) x 10 (Np) divisdes. A distribuicao
conjunta a posteriori é apresentada a esquerda, em que r = 0,171818 e Ny = 0,080909 sao os valores mais
provéveis. A direita, comparamos a evolugao do volume tumoral obtida com o Modelo (1) e o ajuste MQ-gnu.

7.0 T T T
Fit Gnuplot: 0.085758*exp(x*0.172668) ——
6.0 | Calibragéo: 0.086634"exp(x*0.169048) ——

5.0 | |
40 | |

3.0

Densidade de Probabilidade

2.0

Volume Tumoral (cm3)

5 10 15 20 25

Dias Apo6s Inoculagdo de Células Tumorais

(b) Método de grade fixa, discretizando o espago paramétrico com 100 (r) x 20 (Np) divisdes. A distribuicao
conjunta a posteriori é apresentada a esquerda, em que r = 0,169048 e Ny = 0,086634 sao os valores mais
provéveis. A direita, comparamos a evolugao do volume tumoral obtida com o Modelo (1) e o ajuste MQ-gnu.
Figura 2: Método de grade fixa. Adotando o = 0,319, calibramos o parametro r e a
condigao inicial Ny do Modelo (1) com duas parti¢oes do espago paramétrico.

Para a calibracao com o método de Metropolis-Hastings utilizamos 1000 pontos amos-

trais. A convergéncia do método MCMC com relagdo aos valores mais provéaveis de r e
Ny sdo apresentadas na Fig. 3, resultando em r = 0,172422 e Ny = 0,085504. Apds o
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transiente inicial (regiao de burn-in), o método rapidamente captura a regiao de maior
probabilidade. A convergéncia é alcancada mais rapidamente em Ny (perto da iteragao
100), enquanto que r converge perto da iteragao 300. Na Fig. 4 apresentamos a distri-
buigao conjunta a posteriori (sem a regido de burn-in) e a evolugdo do volume tumoral
adotando os valores mais provaveis.

A evolugao do volume tumoral dada pelo Modelo (1) com os parametros ajustados por
ambas as técnicas foram qualitativamente semelhantes ao ajuste MQ-gnu. As técnicas con-
duziram a resultados satisfatérios para os experimentos realizados e sao por natureza mais
informativas que os métodos tradicionais de regressao pois permitem obter as distribuigoes
de probabilidade de cada parametro (marginais de mpost(m/|d)).
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(a) Convergéncia dos valores médios de r. (b) Convergéncia dos valores médios de Ng.

Figura 3: Método de Metropolis-Hastings, utilizando 1000 pontos amostrais e o = 0, 319.
Convergéncia dos valores médios de r (a) e Ny (b) com o método MCMC.
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(a) Distribuigdo conjunta a posteriori. (b) Evolugdo do volume tumoral dada pelo Mo-

delo (1) com r = 0,172422 e Ny = 0,085504.

Figura 4: Método de Metropolis-Hastings, utilizando 1000 pontos amostrais e o = 0, 319.
Distribuigao conjunta a posteriori (a) em que r = 0,172422 e Ny = 0,085504 sado os
valores mais provaveis e (b) evolu¢ao do volume tumoral obtida com o Modelo (1) com os
parametros calibrados e o ajuste MQ-gnu.
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4 Conclusao

O foco deste trabalho é a calibracao de um modelo simples de crescimento tumo-
ral avascular. A calibragao foi feita com base na abordagem Bayesiana, utilizando duas
técnicas para a obtencao das distribuicoes a posteriori sobre os parametros a serem cali-
brados: amostragem via algoritmo de Metropolis-Hastings e amostragem via grade fixa.
Ambas as técnicas conduziram a resultados satisfatérios para os experimentos realizados
e sdo por natureza mais informativas que os métodos tradicionais de regressao, pois além
dos valores mais provaveis fornecem a descrigdao da incerteza associada.
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