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Resumo. Um modelo para o impacto ambiental de cultivos transgénicos em cultivos na-
turais é apresentado. Resultados anteriores utilizaram equacoes deterministicas para con-
templar perturbagoes externas. A trofodinamica analitica com mecanismos de dispersao de
difusao espacial é ampliada com ruido finsleriano.
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1 Introducao

Em artigo anterior [7] estudamos o impacto de uma cultura variante geneticamente
modificada em sua cultura natural, usando coordenadas de crescimento liquido para o
espaco de produgao, [2]. Algumas suposi¢oes na construgao do modelo sdo admitidas, como
a area plantada é pequena e a dispersao de sementes é intensa, de modo que os cultivos sao
totalmente misturadas antes da germinagao, [9], [12]. No presente artigo, o modelo anterior
é estendido para incorporar a adicao de ruido as equagoes deterministicas de Volterra-
Hamilton, uma certa classe de equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem [1,4,5,10].
Além disso, é agora assumido que a competicao entre as duas variantes é permitida para
persistir a fim de modelar os desenvolvedores do cultivo GM tendo o cuidado de fazer
ajustes genéticos que nao elimine com a safra normal. Esta é a competicao Gausse-Witt,
mas é o caso especial quando existe um equilibrio estavel, [2]. Finalmente, introduzimos a
terminologia “potencial de producdo” no modelo. Aplicando a teoria do ruido finsleriano
num problema sobre a competicdo entre um cultivo e sua versao modificada, usamos a
teoria dos espagos de Wagner para analisar os efeitos da adi¢ao do ruido.

2 Terminologia Matematica

Seja M™ uma variedade diferenciavel coenxa sem bordo. Uma conexao Finsler é uma
conexao linear D em T'M, o fibrado tangente em M"™ com a se¢ao nula retirada, a qual
preserva sobre a acao de D a decomposicao da soma de Whitney TTTM = HIM & VI'M
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das distribuigoes horizontal e vertical. Definimos a derivada covariante de um campo
vetorial em M™ com componentes locais X* por

VX' =9; X"y + N} X7 (1)

com (z%,y') coordenadas locais em T'M. A notacdo no somatério com indices superiores
e inferiores repetidos é utilizada no decorrer deste trabalho. Utilizamos, 0; = 9/ 07 no
decorrer deste trabalho. As n? funcoes N;- transformam através da transformacgao nao-
singular (z°) — (#%) como 7;. . ()y*, com v a conexdo Riemanniana cléssica de Levi-Civita
e sao chamados coeficientes locais da conexao nao-linear, [10].

Definimos uma base de Berwald como o conjunto de todos os campos de vetores em
TM™ por
0

(6,,0:}, 6= — N(z,y) 9, aj:@ (2)

Usando esta base podemos definir os coeficientes locais da conexao Finsler D como segue

D,

7

5j = iji(xﬂy) Ok D5iaj = Fﬁ-(w,y) 6k

: . (3)

Para uma métrica Finsler F(z,y) em M ) temos que Cjji, = gilCN']l.k, com F'(z,y) conhecida
como funcao métrica Finsler e Cjj;, = %&C gij- Se colocarmos F' = F?/2 entao gij(x,y) =

C'?Zﬁjﬁ é conhecida comom tensor métrico fundamental g = (g;;) da variedade Finsler
(M™ F).

3 Geometria Finsler Estocastica

Nesta secao seguiremos a teoria de Volterra-Hamilton com coordenadas locais em M"
denotadas por z! enquanto aquelas em T'M), serao denotadas por C'. A dinamica deter-
ministica GM versus NC com C? denotando a média espacial sobre as plantacdes N,
veja [7], [9], [12],

dz! 1
o - C
dz? 9
a - ¢
1 (@
= A0~ (au + B)(CY2 — iy € 2
dC2 2 2\2 1 2
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com C! e C? denotando as plantacdes GM e natural, respectivamente. A funcdo métrica
intrinseca ao sistema (4) apds usar ds = exp (At) dt é dada por

F(z,C) = e?@ L(C) (5)

com Q(z) = Qo) = (a1 + A)a!) + (14 Nz + ala? ¢ £(C) = LSLI T2
(dal/ds)t/> -

Neste contexto, introduzimos o conceito de potencial de producao, Q(z). O valor deste
polinémio ao longo da trajetdria média da difusdo em T'M com o levantamento de Sasaki do
tensor métrica Riemanniana, auxiliard a determinar os efeitos do ruido na competicao. O
parametro de producao total, s, como uma medida intrinseca é semelhante ao “tamanho”,
através da mudanca de parametro ds = exp(At) dt, [2-4]. O custo de producao F(zx,C)
sera transformado através de uma mudanca de parametro de t para s usando, ds = e dt.
Adicionamos os efeitos de ruido pertubando as equagoes da dinadmica deterministica (4)
da forma

dz! = Cldt+du!
dz?2 = C2dt+du?

dCt = ACdt— Aoy + B1)(CY)2 dt — By C! C2 dt + a dv!

dC? = ACZdt— (Ao + B2)(C2)2 dt — By CL C2 dt + a dv?,

onde a > 0 é constante, e u, v sao pertubagoes independentes. Tomando dois movimentos
Brownianos canénicos v!(s) e v?(s) em R", n—espaco euclidiano, perturbando as biomas-
sas 7'(s) e densidades populacionais y*(s), respectivamente. Assumimos que este ruido ex-
terno nao é afetado pelo comportamento do sistema de Volterra-Hamilton, [1], [4]. Ainda,
a resposta da’(s),dy’(s) a estas perturbacdes serd, em geral, ndo dependendo somente
da magnitude mas das direcoes de dv’(s),dw’(s), mas também do estado z'(s),y*(s) do
sistema. Uma escolha natural, veja [8], é que v seja um movimento Browniano candénico
em R2. Tal perturbacdo dv® adicionada aos lados direitos das equacdes da populacio, as
duas tltimas equagoes em (6), ndo é somente consistente com a métrica, mas também
segue os procedimentos canénicos na ecologia matemética. Além disso, as perturbacoes
du’ possuem a forma du’ = F;(:):) o dw’, onde w é o movimento Browniano canonico em
R2. A notacdo circular indica que o célculo estocastico de Stratonovich é utilizado. De
acordo com o AZ ansatz da teoria da difusdo Finsleriana o termo de ruido du’ deve ser
da forma du’ = e=?@) o dw'. O sistema (6) tem u dado acima e v,w sio movimentos
Brownianos independentes em R?. Observamos que a perturbacio u estd relacionada a

. . _ - 0 .
conexao de Wagner em M com coeficientes F;k = ¢j0;, com ¢; = 8—(@ Os coeficientes da
x

= J i i
conexao Wagner (Ni,ij, jk)

N) =Q; v, jo = @5 0k = Qk 95, i =59" 01 gk (7)

sao os coeficientes nao-linear, horizontal, e vertical, respectivamente. Ao longo de uma
solucao dada a(t) = (x(t), y(t)) pertubamos a curva a(t) por dois movimentos Brownianos
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independentes w e v em R?, os quais representam as perturbacdes ambientais e entdo rolling
a curva perturbada B(t) = (u(t) +w(t),v(t) + v(t)) em R? x R? de volta TM obtemos a
difusao resultante (x(t),y(t)) em T'M definida pelo sistema

dat :=y' ds + zé ody’

8y’ i= 24 o dv? + g T}y g yF y™ ds (8)

A il k 7 l k
dzj = —Fy; z; oda” — Cj, Z; o dy

Uma métrica natural G em T M é obtida pelo levantamento de Sasaki do tensor métrico
g(z,y). E necessario estabelecer os coeficientes da conexao de Wagner. Estes coeficientes
sao necessarios para estabelecer uma expressao para o campo vetorial drift em tal difusio.

Seguindo os resultados do teorema do mergulho Riemanniano para uma hv—difusao,
[8], que a difusdo (x,y) definida por (8) pode ser considerada como movimento Browniano
em T'M mais um certo drift B que é um campo vetorial em T'M. O drift B da difusao
(X,Y) na variedade Riemanniana (T'M, G) é dada por

1 . . 1 . o
B=g g"* Pl i — 5 g* Cy,; 0, (9)

No caso em que o espago de Finsler é do tipo de Berwald, temos o tensor de torgao
= T((j))k para a conexao de

i 0 — P.. ‘ : o) g g
P;k =0=PFjpe T;k satisfazendo a relacao T(j)(k) =0= Tj(k)

Wagner, [1]. O campo vetorial drift B assume a forma

B:ing]?kéi—igkCijai. (10)

onde os indices repetidos nos coeficientes das expressoes Tj]k e O e Os coeficientes de

torgao Tj]k e Ci ; expressos em termos do potencial de produgao Q(x) numa base {0;, 81},

com Q. = s tomam a seguinte forma T]] = —(n—1) Q. Para calcular os coeficientes
4 x
Cfi ; TeCOITemos a relacdo com os escalar principal I no espaco Finsler (M, F') com base de
; I
Berwald {l;,m;}, Cfcj =7 M-

4 Ruido Finsleriano para o modelo GM

Usando o mergulho da difuséo Finsleriana na Riemanniana com drift via métrica Sasaki
G na base de Berwald {d;, 0;}, obtemos o gerador diferencial
2

€ € i . € . .. .
DZEAG%—ing?k@‘—ingijaz‘+yz5z‘ (11)

obtendo as equacoes da dindmica das médias, fazendo €? préximo de zero e eliminando €

€T .
no campo vetorial drift composto por T e C' acima, ou seja, i fi(x) comi=12 A
s
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difus@o de Markov (z,y) correspondente as perturbagoes nas equagoes dos sistemas acima
relaciona a densidade de probabilidade p(x,y,7) com as solugoes das EDE’s satisfaz a
equacao backward de Kolmogorov, isto é
op 1 L ik i Lok i 5 i

~5s 3 dap 5t T dip—5 g O Oipty dip (12)
com G representando a métrica Riemanniana chamada levantamento de Sasaki para o
fibrado tangente cortado T'M de acordo com a matriz g @ g = G. Pela base de Berwald
{0, 0; }, as equagdes médias, da expressao do campo vetorial drift B da equacédo (12) acima

sao 4
ox’ 1 )
— = Qg+
0s 2
4 (13)
oyt 11 4
55 T T2Ed ™

com d;zt = d;xt — G 9, (2*). Como o espago Finsler é localmente Minkowski (M, F),
existem coordenadas x de forma que F' = F(y), ou seja, os coeficientes G sao nulos e assim

szt O
obtemos 5—2 = 83; e as equagoes da dinamica (13) tomam a seguinte forma

da? 1 . .
= s Qug"+y

ds 2

, (14)
dy’ _ 1 r m
ds 2 F

Definicao 4.1. O vetor unitdrio m* normal ao vetor vetor unitdrio I na direcdo do
elemento de suporte &' € definido pelas matrizes

0 N
ik = ( PV ) ) et = 1 ve (15)

com g = det(g;j). O vetor m' é expresso por
1P =e* my, 1 = ey mb. (16)

Precisamos calcular os coeficientes do spray para escrever as equagoes da dindmica
das médias (14) em termos da métrica de Wagner. Temos 2G! = —\Q1(y')? and 2G? =

LQ(Q)Qeassimml———2andm2—7ondeﬁ—aipComp_eczm
A1t VI RV T - (WO

Para fazer isso, usamos as relagoes (15) acima, de acordo com [6]

) 1 . yl 1+1/A
BF (12) = — §F = —m' = \/A+1(2) @
. 1 . 1 9 yl /A
R " AL\
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6
com 'l = %2 = 0, os quais tomam a seguinte forma,
da’ I
d:‘ES = _5 ng Qka para 1= 172
dy* 11
- = _Z = 18
ds 2 F mn (18)
dy? 11 ,
= - - ;
\ ds 2 F

com funcao métrica Finsler dada por (5).

5 Conclusoes

Calculamos a influéncia do ruido ambiental obtido do sistema calculamos (18) e ob-
temos um significado biologicamente relevante para o modelo matemético proposto. Ao
longo de uma trajetéria média da difusao (4) as equagoes de primeira ordem numa base
de Berwald (13) satisfazem
d@  dQ da? 1

= _ 24U 0. 0.
i a2 @ei<h (19)

usando (18). Como a matriz g/ é positiva definida, precisamos o lado direito da equacio
(19) é negativo, isto é, o potencial de produgao de @ estd diminuindo, isto é, estd dimi-
nuindo em média. Isso faz sentido para o modelo matemaético porque estamos lidando com
espécies em competicao, o que reforca o resultado essencial, prevalece que a producao da
variante natural diminui da competicao com a variante geneticamente modificada.

Analisamos o sistema de equacoes da dindmica média obtida do gerador diferencial da
i

hv—difusao Finsler o qual contém quatro equagoes (14). Tomando a razao dos termos

na segunda equagao do sistema (18), temos

1
A1

onde C representa uma constante de integracao. Conforme o exposto acima, vemos que
para qualquer tempo ¢, a média da plantagao normal, o tipo #2 é muito menor do que a
média do cultivo transgénico, tipo #1. Se a taxa de crescimento A for igual a 1, obtemos que
E(C?) é a raiz quadrada de E(C!). Por exemplo, se uma empresa adota o tipo de cultura,
isto é, o cultivo geneticamente modificado, com uma taxa de crescimento A = 4, o tipo #2
cultivo natural estd produzindo apenas a raiz quinta do que a geneticamente modificada
#1 estd produzindo, e isso é muito pequeno. Devemos observar o forte contraste na razao
de equilibrio das médias espaciais.

InE(C?)(t) = InE(CH(t) + C, (20)
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