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Resumo. Considere (u,w,b)(:,t), solugdo de Leray da equagdo MHD micropolar com dados
iniciais em L?. Neste trabalho provamos que | (w, w,b)(-, )| L2rs)y — 0 a0 t — oo, com o fato
adicional de que [|w(:,t)||z2rs) = o(t=1/2). Além disso, foi possivel generalizar as técnicas apre-
sentadas em [15] para a equagdo de Navier-Stokes e, mais recentemente, em [4] para o sistema
MHD, para mostrar que t*/2||(u,w, b)(",t)|l o (gs) — 0 , novamente com o fato adicional de que

tFD2|\w(-, 1) 4o — 0 ao t — oo para todo s > 0. A partir daf foi possivel obter algumas inte-
ressantes consequéncias, como por exemplo: t3/473/24||(u, w, b)(-,t)|| La(rs) — 0, para 2 < g < oc.

Palavras-chave. Decaimento assintético, MHD Micropolar, Estimativas L?, Estimativas H* .

1 Introducao

Em seu célebre artigo [8], de 1934, Leray construiu solugoes (fracas) globais de energia finita
w(-,t) € L%®([0,00), L2(R?)) N CyW([0,00), L2(R3)) N L2([0, 00), H(R?)) para as equacoes de
Navier-Stokes em R? Tais solucdes (fracas) de Leray podem ser construidas de maneira anéloga
para os seguinte sistema MHD Micropolar:

u +u-Vu + VP = (p+x)Au + b-Vb + xVaw,
wi+u-Vw = yAw + V(V-w) + xVau — 2xw,
b+ u-Vb = vAb + b-Vu,

V-u(,t) =0, V-b(-,t) =0,

(1)

obtendo assim, as mesmas importantes propriedades existentes para a equacao de Navier-Stokes.
Como por exemplo, a existéncia de t, > 0 suficientemente grande, tal que

(u, w,b) (-, t) € CP(R3 x (t,,00)). 2)

No sistema (1), (u, w,b) sao a velocidade do fluido, a velocidade microrrotacional e o campo
magnético, respectivamente. P é a pressao total e u, x,7, v sdo constantes positivas.
Um problema béasico importante deixado aberto por Leray em 1934 foi (denotando
— . 2 .
W) 1= lult) |2, . como em [8):

Jignore si W(t) tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment,
J. Leray ( [8], p. 248)
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ou seja, se vale (ou nao) que
e — (3

Esta questdo somente foi resolvida (positivamente) 50 anos mais tarde por Kato [6]
e subsequentemente também por outros autores [5,9,17]. Vérios desenvolvimentos e extensoes
importantes de (3) vem sendo estabelecidos (ver e.g. [2,7,10,13,14] ) e até mesmo para o sistema
MHD, veja [1] e [16]. Mais especificamente, os autores [14] provaram o mesmo resultado usando
uma técnica diferente e, a partir dai, conseguiram responder outras questoes (mais gerais) de
decaimento assintdtico como, por exemplo,

: 3/4 _
Jim 4, 1) ey = 0.

Um ponto chave para responder estas questoes, como veremos mais adiante, é analisar o
comportamento das derivadas de primeira ordem. Com isso, mais recentemente em [4], os
autores estenderam tais técnicas para o sistema MHD, obtendo

: s/2 . . _
Jim 2277, B) (-5 )| sy = 05 (4)
para todo s > 0, e em particular,

3_3
Jim #4735 a1, B) - )] ey = 0. (5)
2 < g < oo. A partir dai , foi possivel obter para o sistema magneto micropolar as propriedades
(4) e (5) com o ganho adicional de que a velocidade microrrotacional w decai com uma taxa de
t1/2 em L2, Em outras palavras:

Teorema 1.1. Dada (u, w,b) solugées de Leray do sistema (1), tem-se

Jim a0 B) )20y = 0.

172 _
Jlim ¢ P, 1)l 2 @s) = 0.

E, mais geralmente:

Teorema 1.2. Dada (u, w,b) solugioes de Leray do sistema (1), tem-se

: s/2 . . =
tlgglot | (u, b)( 7t)HHS(R") =0,

13/241/2 (7)

lim (-, )] gy = 0

t—00

Notagao. Como ja visto acima, usaremos (em geral) letras em negrito para grandezas ve-

toriais, e.g. u(z,t) = (u,(z,t),..., u,(x,t)), denotando por |- |, (ou simplesmente |- |) a norma

Euclideana em R", ver e.g. (1.7). Como é usual, Vp = Vp(-, t) denota o gradiente (espacial) de

p(-,t), Dj = 0/0xj, e V-u = Du, + ... + D, u,) é o divergente (espacial) de u(-,t); analoga-

mente, u-Vu = u,Du+ ... +u,D,u, | - HL‘?(R")’ 1 < ¢ < 00, denota a norma tradicional do
espaco de Lebesgue LI(R™), pondo-se, para 1 < g < oo:
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) ey = {3 [ TGty e} (82)

i=1

196 ey = { 30 [ 1Dz} (sb)

,j=1

I D2, |y oy = Z /\DDmeqdw} (s¢)

i, 5,0
e, mais geralmente, para m > 1 inteiro:
n n n 1/q
HDm ( )HL‘I(R"): <Z Z /|D]1D]mu2(x7t) ‘qd‘r> ’ (Sd)
i=1j,=1 jn,=1"R"
Definiremos também, por conveniéncia:

H(U w b)”Lq(R3 Hu”Lq(R3 + HWH ]RB + ”bHLq R3) (86)
denotando-se por || u(-,t) HLOO(Rn) = max { || u;(-,t) HLOO &Y’ 1<i<n} osupremo (essencial)
de u(-,t), e similarmente para || Dwu(-,t) HLOO(RW), | D?u(-, )HLDO(RW), etc. Com estas de-
finigoes, tem-se ||w(-,t) HL‘I(R”) = |lu(-,t) ||L°°(]R") ao ¢ — 0o, assim como, mais geralmente,

|| DmU(? t) ||Lq(R")
normas H*(R3):

= || D" u(-,t) ||L°°(R")’ para todo m.> E conveniente, também, definir as

3
- 251, (€)2dE,
Il ey = 3 JCREGI

1ot W B) By sy = e gy 190+ 180

onde 1; denota a transformada de Fourier de u;. Constantes serao usualmente representadas
pelas letras Cic,K; escrevemos C'(A, ..., A k) para observar que o valor da constante C' em questao
depende apenas dos parametros {\,, ..., A k} indicados (a menos que explicitamente mencionado
em contrario). Por conveniéncia e economia, usamos tipicamente o mesmo simbolo para denotar
constantes com diferentes valores numéricos (por exemplo, escrevemos C2 ou 10 C + 1, cosh C,
etc, novamente como C, e assim por diante), como usualmente feito na literatura. Além disso,
denotaremos por €27 f a solucdo da equacdo do calor com dado inicial f, i.e., é a convolucio
entre o Heat kernel e a funcao f.

3Mais seriamente, convem observar que, com as definigoes (8), se uma desigualdade de tipo Nirenberg-
Gagliardo [[u ||, < KHuH ||Vu|\ 1 0 < 6 < 1, valer para funcées escalares u (K > 0 constante), entao
ela sera automaticamente vahda para fungoes vetoriais u com a mesma constante K do caso escalar. Ademais,
temese || D™ u(-,t) [y < I D™ u(- ) |1, [ D™ ul- )7, se 1/ = (1 - 0)/¢, +6/g,, 0 < 6 < 1, e assim por

diante.
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2 Prova do Teorema (1.1)

Primeiramente, note que, dada uma solu¢ao de Leray (u,w,b) do problema (1) e tg > tx,
(veja 2), tem-se

t

t
| ot 9. 0) )2, )+ 20 [ DU 7)o + 27 / |DW(, 7|z g
0 0

t t t
420 [ Db Baguaydr + 2 [ W) Bagenydr +2 [ 19wl r) Bagydr )
to to

to
2
< W, b)) [
para todo ¢t > ty. Para obter (9), basta tomarmos o produto interno de (u, w, b) com o sistema

(1) e integrar na regido? [tg,t] x R3. De forma semelhante, adaptando o argumento apresentado
em [7] é possivel mostrar que existe t,, > t, suficientemente grande tal que, dado tg > t.x,

||(D’U,, DW, Db)(; t)”%z(Rd) +2 min(uv Y, V) (D2’U,, D2W7 D2b)(7 T)H%Q(RJ) dr

t
I
to

t t
+2x [ 1Dw(, )| T2 sy dT +2 t ID(V - w(-, 7))l[72@e) dr < [|(Du, Dw, Db)(-, to) 72 s),
0

to
(10)
YVt > tg. Pela desigualdade (9) tem-se que
t
[(Du, Dw, Db)(:,7)||72(ms) dT < oc.
to
Por (10), ||(Du, Dw, Db)(:,t)|[72 sy < [|(Du, Dw, Db)(-,t0)[|72(gsy- Logo®,
lim t'/2(Du, Dw, Db)(-,t)| 12(ze) = 0. (11)

t—o00

Dado € > 0. Seja Q2(-,t) = —u-Vw + V(V - w) + xV A u. Fazendo a mudanga de varidvel
z(-,t) = e2X'w(-, t), aplicando o principio de Duhamel para a nova funcao z, reescrevendo para
a funcao w(-,t), tem-se

Bllw(, )o@ < 2”0 IAw (- g)| o)

t
+ té/ e*QX(t*S)He”A(t*S)u-VW||L2(R3)ds

to
t
+ té/ e~ X)) 7RG (V- w) || 2 (e ds
to
t
+ xté/ e X AETIT A | 2y ds, (12)
to

Como t1/2e=2X(t=to||7(t—to) gy (. )|l z2ws) — 0, para t — oo, vamos estimar o segundo termo do

“Para maiores detalhes, veja [12].
®Pois uma fungdo monétona f € C°((a, 00)) N L*((a, 00)) tem que satisfazer f(t) = o(1/t) ao t — oo.
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lado direito da desigualdade anterior. Observe que, usando (11), tem-se

t
t1/2/ e D(=8) || Y AE=5)y, Vw||p2(r3)ds
to
t

< Ky 102 [ )l | Dl s
to

t
< Key M (w, w)( to) 2oyt /2 | 77 ()05 2ds
to

t
t1/2/ e 2X(9) (4 _ ) =8/45-1/2
to

t

~3/4 t
< 12t <t> /2 125 4+ t1/2t‘1/2/ e 2X(t=3) (¢ _ 5)=3/4
B 2 to 3

< e—xtt1/4+(2x)—1/4/ 6—77_—3/4d7_
0

< e Xt 4 (2X)1/4F<411>
De modo que, como € > 0 é arbitrario, tem-se

t
lim t1/2/ e X(E=8) || VA=) Vw||2(rs)yds = 0.
to

t—o00

Os outros termos do lado direito da desigualdade (12) seguem analogamente, donde tem-se

Jim 2w (-, )| 23y = 0. (13)
Agora, vamos mostrar que ||(u,b)(-,t)|[r2®s) — 0 ao t — oco. Seja Qi(-,t) = b- Vb +
XVAw —u - Vu — VP. Observe que, dado ¢y > t. (veja (2)) suficientemente grande, pelo

principio de Duhammel, tem-se®.

/
w(, )l r2@s) < ||€(”+X)(t_5)u('a750)||L2(R3) +/t ||€(“+X)(t_S)Q1('a5)||L2(R3)d5
0

t
<e/2+ [ [|eWOUTDQ (-, 5)|| 2 (gs)ds.

to

Usando a ortogonalidade em L? do projetor de Helmholtz para eliminar o termo VP e algumas
estimativas bésicas para a equacdo do calor (veja [11], por exemplo), tem-se”

t t
e FOEIQy (- )| pamsyds < [ (| (w- Vu)(-, )| p2(msds

to to
t t

[ 1D b TB) ) s £ x [ TG AW
to to

5Usando propriedades bem conhecidas da equacéo do calor que podem ser encontradas por exemplo em [11]
"Lembrando que o projetor de Helmholtz comuta com o Heat Kernel 2.
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Vamos estimar o primeiro termo acima. Dado € > 0, usando novamente as propriedades bésicas
da equagao do calor, obtém-se

! —s _3 t _3
t et IRy - || oy ds < K (1 + x) 4/t(t5) |l s)llL2@s) [ Dul, s)|| L2 ms)ds
0 0

t

_3 _3
< K(p+x) 4H(U7W)('7t0)‘L2(R3)/(t_*s) 1| Du(, 8)|| L2 ms)ds

to
t

t
< Ke/ (t — s)_%s_%ds < Ket™2 / (t— 8)_%ds < ACet™ 1.
¢

0 to

A anadlise do segundo termo segue o mesmo roteiro anterior. Para estimar o tultimo termo basta
usar o fato (13), provado anteriormente. Daf, [|u(:,t)| 23y — 0 ao t — oo. Usando o mesmo
raciocinio, tem-se||b(-, )|/ 2s) — 0 ao t — oo. Obtendo (6). O que concluf a demonstracio.

3 Decaimento das derivadas de ordem mais alta

Para demonstrar o teorema (1.2), é necessério antes provar o resultado abaixo. Para tal,
usamos as mesmas idéias para demonstrar as desigualdades (9) e (10), porém, multiplicando
por (t —tg)™ e derivando m vezes a equagao, obtendo assim, o resultado abaixo.

Teorema 3.1. Seja (u, w, b) solugoes de Leray do sistema (1), entdo existe to suficientemente
grande tal que

(t —to)"[[(D™u, D™ w, D"™b)(-, ) H%Q(RS)
t
SminGy,) [ (5 = t0) (D7 0, D7, D)) o s
to
t

t
+2/ (s—to)mHDmVw(»S)H%z(Ra)der?x/ (s = to) " [ D™ (-, 8) |72 s ds
t

0 to
t
<m [ (5= to)" (D™, D™ w, D™b) (-, 8)|3 ) ds,
to

lim t"™/2||(D™w, D™ w, D™b(-,t)|| 12(rsy = 0.
t—00
Donde, por interpolacdo, tem-se lim; o t%/2|| (u, w, b)(',t)HHS(R3) = 0. Para provar o fato
adicional, basta usar este resultado, aplicar o principio de Duhamel e derivar a equagao m vezes e
estimar os termos que aparecerao. Para tal usamos alguns resultados de Calderén-Zygmund, [3].
Obtendo assim, novamente por interpolacao, t%/21/2|w(-, t)HHS(Rg) — 0 aot — oo.
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