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Taxas de Decaimento para Fluidos Magneto-Micropolares
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Resumo. Considere (u,w, b)(·, t), solução de Leray da equação MHD micropolar com dados
iniciais em L2. Neste trabalho provamos que ‖(u,w, b)(·, t)‖L2(R3) → 0 ao t → ∞, com o fato

adicional de que ‖w(·, t)‖L2(R3) = o(t−1/2). Além disso, foi posśıvel generalizar as técnicas apre-
sentadas em [15] para a equação de Navier-Stokes e, mais recentemente, em [4] para o sistema
MHD, para mostrar que ts/2‖(u,w, b)(·, t)‖Ḣs(R3) → 0 , novamente com o fato adicional de que

t(s+1)/2‖w(·, t)‖Ḣs → 0 ao t → ∞ para todo s ≥ 0. A partir dáı foi posśıvel obter algumas inte-
ressantes consequências, como por exemplo: t3/4−3/2q‖(u,w, b)(·, t)‖Lq(R3) → 0, para 2 ≤ q ≤ ∞.

Palavras-chave. Decaimento assintótico, MHD Micropolar, Estimativas Lp, Estimativas Ḣs .

1 Introdução

Em seu célebre artigo [8], de 1934, Leray construiu soluções (fracas) globais de energia finita
u(·, t) ∈ L∞([0,∞), L2

σ(R3)) ∩ Cw([0,∞), L2(R3)) ∩ L2([0,∞), Ḣ1(R3)) para as equações de
Navier-Stokes em R3. Tais soluções (fracas) de Leray podem ser constrúıdas de maneira análoga
para os seguinte sistema MHD Micropolar:

ut + u · ∇u + ∇P = (µ+ χ) ∆u + b · ∇b + χ∇∧w,

wt + u · ∇w = γ ∆w + ∇(∇ ·w) + χ∇∧u − 2χw,

bt + u · ∇b = ν∆b + b · ∇u,
∇ · u(·, t) = 0, ∇ · b(·, t) = 0,

(1)

obtendo assim, as mesmas importantes propriedades existentes para a equação de Navier-Stokes.
Como por exemplo, a existência de t∗ > 0 suficientemente grande, tal que

(u,w, b)(·, t) ∈ C∞(R3 × (t∗,∞)). (2)

No sistema (1), (u,w, b) são a velocidade do fluido, a velocidade microrrotacional e o campo
magnético, respectivamente. P é a pressão total e µ, χ, γ, ν são constantes positivas.

Um problema básico importante deixado aberto por Leray em 1934 foi (denotando
W (t) := ‖u(·, t) ‖2

L2(R3)
, como em [8]):

J’ignore si W(t) tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment,
J. Leray ( [8], p. 248)
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ou seja, se vale (ou não) que

lim
t→∞

‖u(·, t) ‖
L2(R3)

= 0. (3)

Esta questão somente foi resolvida (positivamente) 50 anos mais tarde por Kato [6]
e subsequentemente também por outros autores [5, 9, 17]. Vários desenvolvimentos e extensões
importantes de (3) vem sendo estabelecidos (ver e.g. [2,7,10,13,14] ) e até mesmo para o sistema
MHD, veja [1] e [16]. Mais especificamente, os autores [14] provaram o mesmo resultado usando
uma técnica diferente e, a partir dáı, conseguiram responder outras questões (mais gerais) de
decaimento assintótico como, por exemplo,

lim
t→∞

t3/4‖u(·, t)‖L∞(R3) = 0.

Um ponto chave para responder estas questões, como veremos mais adiante, é analisar o
comportamento das derivadas de primeira ordem. Com isso, mais recentemente em [4], os
autores estenderam tais técnicas para o sistema MHD, obtendo

lim
t→∞

ts/2‖(u, b)(·, t)‖Ḣs(Rn) = 0, (4)

para todo s ≥ 0, e em particular,

lim
t→∞

t
3
4
− 3

2q ‖(u, b)(·, t)‖Lq(Rn) = 0, (5)

2 ≤ q ≤ ∞. A partir dáı , foi posśıvel obter para o sistema magneto micropolar as propriedades
(4) e (5) com o ganho adicional de que a velocidade microrrotacional w decai com uma taxa de
t1/2 em L2. Em outras palavras:

Teorema 1.1. Dada (u,w, b) soluções de Leray do sistema (1), tem-se

lim
t→∞
‖(u, b)(·, t)‖L2(R3) = 0,

lim
t→∞

t1/2‖w(·, t)‖L2(R3) = 0.
(6)

E, mais geralmente:

Teorema 1.2. Dada (u,w, b) soluções de Leray do sistema (1), tem-se

lim
t→∞

ts/2‖(u, b)(·, t)‖Ḣs(Rn) = 0,

lim
t→∞

ts/2+1/2‖w(·, t)‖Ḣs(R3) = 0
(7)

Notação. Como já visto acima, usaremos (em geral) letras em negrito para grandezas ve-
toriais, e.g. u(x, t) = (u1(x, t), ..., un(x, t)), denotando por | · |2 (ou simplesmente | · |) a norma
Euclideana em Rn, ver e.g. (1.7). Como é usual, ∇p ≡ ∇p(·, t) denota o gradiente (espacial) de
p(·, t), Dj = ∂/∂xj , e ∇· u = D1u1 + ...+Dnun) é o divergente (espacial) de u(·, t); analoga-
mente, u · ∇u = u1D1u + ...+ unDnu, ‖ · ‖

Lq(Rn)
, 1 ≤ q ≤ ∞, denota a norma tradicional do

espaço de Lebesgue Lq(Rn), pondo-se, para 1 ≤ q <∞:
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‖u(·, t) ‖
Lq(Rn)

=
{ n∑
i= 1

∫
Rn
| ui(x, t) |q dx

}1/q
(8a)

‖Du(·, t) ‖
Lq(Rn)

=
{ n∑
i, j= 1

∫
Rn
|Dj ui(x, t) |q dx

}1/q
(8b)

‖D2u(·, t) ‖
Lq(Rn)

=
{ n∑
i, j, `= 1

∫
Rn
|DjD` ui(x, t) |q dx

}1/q
(8c)

e, mais geralmente, para m ≥ 1 inteiro:

‖Dmu(·, t) ‖
Lq(Rn)

=

( n∑
i= 1

n∑
j1= 1

· · ·
n∑

jm= 1

∫
Rn
|Dj1· · ·Djmui(x, t) |

q dx

)1/q

, (8d)

Definiremos também, por conveniência:

‖(u,w, b)‖q
Lq(R3)

= ‖u‖q
Lq(R3)

+ ‖w‖q
Lq(R3)

+ ‖b‖q
Lq(R3)

(8e)

denotando-se por ‖u(·, t) ‖
L∞(Rn)

= max
{
‖ui(·, t) ‖L∞(Rn)

: 1 ≤ i ≤ n
}

o supremo (essencial)

de u(·, t), e similarmente para ‖Du(·, t) ‖
L∞(Rn)

, ‖D2u(·, t) ‖
L∞(Rn)

, etc. Com estas de-

finições, tem-se ‖u(·, t) ‖
Lq(Rn)

→ ‖u(·, t) ‖
L∞(Rn)

ao q → ∞, assim como, mais geralmente,

‖Dmu(·, t) ‖
Lq(Rn)

→ ‖Dmu(·, t) ‖
L∞(Rn)

, para todo m.3 É conveniente, também, definir as

normas Ḣs(R3):

‖u‖2
Ḣs(R3)

=
3∑
i=1

∫
R3

|ξ|2s|ûi(ξ)|2dξ,

‖(u,w, b)‖2
Ḣs(R3)

= ‖u‖2
Ḣs(R3)

+ ‖w‖2
Ḣs(R3)

+ ‖b‖2
Ḣs(R3)

,

onde ûi denota a transformada de Fourier de ui. Constantes serão usualmente representadas
pelas letras C,c,K; escrevemosC(λ1, ..., λk) para observar que o valor da constante C em questão
depende apenas dos parâmetros {λ1, ..., λk} indicados (a menos que explicitamente mencionado
em contrário). Por conveniência e economia, usamos tipicamente o mesmo śımbolo para denotar
constantes com diferentes valores numéricos (por exemplo, escrevemos C2 ou 10C + 1, cosh C,
etc, novamente como C, e assim por diante), como usualmente feito na literatura. Além disso,
denotaremos por e∆τf a solução da equação do calor com dado inicial f , i.e., é a convolução
entre o Heat kernel e a função f .

3Mais seriamente, convém observar que, com as definições (8), se uma desigualdade de tipo Nirenberg-
Gagliardo ‖u ‖

Lq
≤K ‖u ‖1−θ

L
r
1
‖∇u ‖θ

L
r
2
, 0 ≤ θ ≤ 1, valer para funções escalares u (K > 0 constante), então

ela será automaticamente válida para funções vetoriais u com a mesma constante K do caso escalar. Ademais,
tem-se ‖Dmu(·, t) ‖

Lq
≤ ‖Dmu(·, t) ‖1−θ

L
q
1
‖Dmu(·, t) ‖θ

L
q
2

se 1/q = (1 − θ)/q1 + θ/q2 , 0 ≤ θ ≤ 1, e assim por

diante.
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2 Prova do Teorema (1.1)

Primeiramente, note que, dada uma solução de Leray (u,w, b) do problema (1) e t0 > t∗,
(veja 2), tem-se

‖ (u,w, b)(·, t) ‖2
L2(R3)

+ 2µ

∫ t

t0

‖Du(·, τ)‖2L2(R3)dτ + 2γ

∫ t

t0

‖Dw(·, τ)‖2L2(R3)dτ

+ 2ν

∫ t

t0

‖Db(·, τ)‖2L2(R3)dτ + 2χ

∫ t

t0

‖w(·, τ)‖2L2(R3)dτ + 2

∫ t

t0

‖∇ ·w(·, τ)‖2L2(R3)dτ

≤ ‖ (u,w, b)(·, t0) ‖2
L2(R3)

,

(9)

para todo t > t0. Para obter (9), basta tomarmos o produto interno de (u,w, b) com o sistema
(1) e integrar na região4 [t0, t]×R3. De forma semelhante, adaptando o argumento apresentado
em [7] é posśıvel mostrar que existe t∗∗ > t∗ suficientemente grande tal que, dado t0 > t∗∗,

‖(Du, Dw, Db)(·, t)‖2L2(R3) + 2 min(µ, γ, ν)

∫ t

t0

‖(D2u, D2w, D2b)(·, τ)‖2L2(R3) dτ

+2χ

∫ t

t0

‖Dw(·, τ)‖2L2(R3)dτ + 2

∫ t

t0

‖D(∇ · w(·, τ))‖2L2(R3) dτ ≤ ‖(Du, Dw, Db)(·, t0)‖2L2(R3),

(10)

∀ t > t0. Pela desigualdade (9) tem-se que∫ t

t0

‖(Du, Dw, Db)(·, τ)‖2L2(R3) dτ <∞.

Por (10), ‖(Du, Dw, Db)(·, t)‖2L2(R3) ≤ ‖(Du, Dw, Db)(·, t0)‖2L2(R3). Logo5,

lim
t→∞

t1/2|(Du, Dw, Db)(·, t)‖L2(R3) = 0. (11)

Dado ε > 0. Seja Q2(·, t) = −u · ∇w +∇(∇ ·w) + χ∇∧u. Fazendo a mudança de variável
z(·, t) = e2χtw(·, t), aplicando o prinćıpio de Duhamel para a nova função z, reescrevendo para
a função w(·, t), tem-se

t
1
2 ‖w(·, t)‖L2(R3) ≤ t

1
2 e−2χ(t−t0)‖eγ∆(t−t0)w(·, t0)‖L2(R3)

+ t
1
2

∫ t

t0

e−2χ(t−s)‖eγ∆(t−s)u · ∇w‖L2(R3)ds

+ t
1
2

∫ t

t0

e−2χ(t−s)‖eγ∆(t−s)∇(∇ ·w)‖L2(R3)ds

+ χt
1
2

∫ t

t0

e−2χ(t−s)‖eγ∆(t−s)∇∧ u‖L2(R3)ds. (12)

Como t1/2e−2χ(t−t0‖eγ(t−t0)w(·, t)‖L2(R3) → 0, para t→∞, vamos estimar o segundo termo do

4Para maiores detalhes, veja [12].
5Pois uma função monótona f ∈ C0((a,∞)) ∩ L1((a,∞)) tem que satisfazer f(t) = o(1/t) ao t→∞.
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lado direito da desigualdade anterior. Observe que, usando (11), tem-se

t1/2
∫ t

t0

e−2χ(t−s)‖eγ∆(t−s)u · ∇w‖L2(R3)ds

≤ Kγ−3/4t1/2
∫ t

t0

e−2χ(t−s)(t− s)−3/4‖u‖L2(R3)‖Dw‖L2(R3)ds

≤ Kεγ−3/4‖(u,w)(·, t0)‖L2(R3)t
1/2

∫ t

t0

e−2χ(t−s)(t− s)−3/4s−1/2ds

e

t1/2
∫ t

t0

e−2χ(t−s)(t− s)−3/4s−1/2ds

≤ t1/2e−χt
(
t

2

)−3/4 ∫ t
2

t0

s−1/2ds+ t1/2t−1/2

∫ t

t
2

e−2χ(t−s)(t− s)−3/4ds

≤ e−χtt1/4 + (2χ)−1/4

∫ ∞
0

e−ττ−3/4dτ

≤ e−χtt1/4 + (2χ)−1/4Γ

(
1

4

)
De modo que, como ε > 0 é arbitrário, tem-se

lim
t→∞

t1/2
∫ t

t0

e−2χ(t−s)‖eγ∆(t−s)u · ∇w‖L2(R3)ds = 0.

Os outros termos do lado direito da desigualdade (12) seguem analogamente, donde tem-se

lim
t→∞

t1/2‖w(·, t)‖L2(R3) = 0. (13)

Agora, vamos mostrar que ‖(u, b)(·, t)‖L2(R3) → 0 ao t → ∞. Seja Q1(·, t) = b · ∇b +
χ∇∧w − u · ∇u − ∇P . Observe que, dado t0 > t∗ (veja (2)) suficientemente grande, pelo
prinćıpio de Duhammel, tem-se6.

‖u(·, t)‖L2(R3) ≤ ‖e(µ+χ)(t−s)u(·, t0)‖L2(R3) +

∫ t

t0

‖e(µ+χ)(t−s)Q1(·, s)‖L2(R3)ds

≤ ε/2 +

∫ t

t0

‖e(µ+χ)(t−s)Q1(·, s)‖L2(R3)ds.

Usando a ortogonalidade em L2 do projetor de Helmholtz para eliminar o termo ∇P e algumas
estimativas básicas para a equação do calor (veja [11], por exemplo), tem-se7

∫ t

t0

‖e(µ+χ)(t−s)Q1(·, s)‖L2(R3)ds ≤
∫ t

t0

‖e(µ+χ)(t−s)(u · ∇u)(·, s)‖L2(R3)ds

+

∫ t

t0

‖e(µ+χ)(t−s)(b · ∇b)(·, s)‖L2(R3)ds+ χ

∫ t

t0

‖e(µ+χ)(t−s)(∇∧w)(·, s)‖L2(R3)ds.

6Usando propriedades bem conhecidas da equação do calor que podem ser encontradas por exemplo em [11]
7Lembrando que o projetor de Helmholtz comuta com o Heat Kernel e∆τ .
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Vamos estimar o primeiro termo acima. Dado ε > 0, usando novamente as propriedades básicas
da equação do calor, obtém-se∫ t

t0

‖e(µ+χ)∆(t−s)u · ∇u‖L2(R3)ds ≤ K(µ+ χ)−
3
4

∫ t

t0

(t− s)−
3
4 ‖u(·, s)‖L2(R3)‖Du(·, s)‖L2(R3)ds

≤ K(µ+ χ)−
3
4 ‖(u,w)(·, t0)‖L2(R3)

∫ t

t0

(t− s)−
3
4 ‖Du(·, s)‖L2(R3)ds

< Kε

∫ t

t0

(t− s)−
3
4 s−

1
2ds ≤ Kεt−

1
2

∫ t

t0

(t− s)−
3
4ds ≤ 4Cεt−

1
4 .

A análise do segundo termo segue o mesmo roteiro anterior. Para estimar o último termo basta
usar o fato (13), provado anteriormente. Dáı, ‖u(·, t)‖L2(R3) → 0 ao t → ∞. Usando o mesmo
racioćınio, tem-se‖b(·, t)‖L2(R3) → 0 ao t→∞. Obtendo (6). O que conclúı a demonstração.

3 Decaimento das derivadas de ordem mais alta

Para demonstrar o teorema (1.2), é necessário antes provar o resultado abaixo. Para tal,
usamos as mesmas idéias para demonstrar as desigualdades (9) e (10), porém, multiplicando
por (t− t0)m e derivando m vezes a equação, obtendo assim, o resultado abaixo.

Teorema 3.1. Seja (u, w, b) soluções de Leray do sistema (1), então existe t0 suficientemente
grande tal que

(t− t0)m‖(Dmu, Dmw, Dmb)(·, t)‖2L2(R3)

+ min(µ, γ, ν)

∫ t

t0

(s− t0)m‖(Dm+1u, Dm+1w, Dm+1b)(·, s)‖2L2(R3)ds

+2

∫ t

t0

(s− t0)m‖Dm∇ ·w(·, s)‖2L2(R3)ds+ 2χ

∫ t

t0

(s− t0)m‖Dmw(·, s)‖2L2(R3)ds

≤ m
∫ t

t0

(s− t0)m−1‖(Dmu, Dmw, Dmb)(·, s)‖2L2(R3)ds,

e

lim
t→∞

tm/2‖(Dmu, Dmw, Dmb(·, t)‖L2(R3) = 0.

Donde, por interpolação, tem-se limt→∞ t
s/2‖(u,w, b)(·, t)‖Ḣs(R3) = 0. Para provar o fato

adicional, basta usar este resultado, aplicar o prinćıpio de Duhamel e derivar a equação m vezes e
estimar os termos que aparecerão. Para tal usamos alguns resultados de Calderón-Zygmund, [3].
Obtendo assim, novamente por interpolação, ts/2+1/2‖w(·, t)‖Ḣs(R3) → 0 ao t→∞.
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