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Resumo. Neste trabalho propomos que as sequéncias de Farey sejam consideradas como
provedoras das raizes de curvas algébricas planares e consequentemente como sendo prove-
doras das singularidades associadas as equacoes diferenciais fuchsianas. Como ponto de
partida, consideramos as equacoes hipergeométrica e de Heun, com trés e quatro pontos
singulares regulares, respectivamente. Por meio deste procedimento, a regiao fundamen-
tal associada ao grupo fuchsiano é identificada e portanto, é essa a regiao onde ocorrerd
a uniformizacao da curva algébrica planar. Apresentamos um caso de incompatibilidade
dos géneros de uma curva algébrica de grau 5 (género 2), com o correspondente caso de
uma equagao diferencial fuchsiana com seis pontos singulares regulares cuja regiao funda-
mental apresenta género 1. Esta incompatibilidade ocorre a partir desse caso considerado
e é devida ao fato da existéncia de uma transformagao eliptica ou parabdlica, como um
dos geradores do grupo fuchsiano, no processo de identificagao da regiao fundamental que
devera uniformizar a curva algébrica planar. Os resultados apresentados permitem, além
da caracterizagao tedrica de elementos relacionados as equagoes diferenciais fuchsianas e ge-
ometria hiperbdlica, a sua utilizacao no processo da caracterizagao algébrica e geométrica
do problema de quantizagdo de canais DMC.

Palavras-chave. equacoes diferenciais fuchsianas, transformacgoes de Mobius, superficies,
grupos fuchsianos, uniformizagao.

1 Introducao

As equagoes diferenciais fuchsianas apresentam como principal caracteristica o fato de
que todo ponto singular no plano complexo estendido é regular. Essas equacoes diferenciais
sao muito utilizadas em problemas de Fisica-Matematica e os casos mais estudados sao
aqueles envolvendo equagcoes com trés pontos singulares regulares, como sao os casos das
equacoes hipergeométrica, de Legendre, e de Tchebychev enquanto que a equagao de Heun
contém quatro pontos singulares regulares.

Neste trabalho, nossa proposta é de utilizar elementos de uma sequéncia de Farey como
uma forma sistematica de obtencao das singularidades associadas as equagoes hiperelipticas
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a serem utilizadas nas equagoes diferenciais fuchsianas. Como consequéncia, serd possivel
identificar os geradores do grupo fuchsiano proveniente da curva algébrica bem como a de-
terminagao dos geradores do grupo fuchsiano proveniente da equagao diferencial fuchsiana.
A equivaléncia dessas regioes fundamentais se dard através do isomorfismo entre os cor-
respondentes grupos fuchsianos que consequentemente identificarao a regiao fundamental
de uniformizacao da referida curva algébrica.

Em [2], [7], vemos que os blocos modulador - canal - demodulador, de um sistema
de comunicacao, podem ser representados através de um grafo, que em sua forma mais
completa passa a ser visto como um grafo completo biparticionado, denotado por K, ,,
equivalentemente o canal é discreto e sem meméria (DMC), denotado por Cy,, com m
entradas e n saidas, ou seja, nenhum digito depende estatisticamente dos digitos enviados
anteriormente. Através do grafo associado a um canal DMC, pode-se determinar o con-
junto das superficies no qual tal grafo pode ser mergulhado, estabelecendo a geometria
dessas superficies. Dessa forma, ao projetar um sistema de comunicagdo a proposta é
de utilizar uma abordagem topoldgica da qual pode-se obter as estruturas geométrica e
algébrica associadas ao canal DMC e, consequentemente, a esse sistema de comunicagao
de tal forma a estabelecer as condi¢bes para que uma menor complexidade e um melhor
desempenho sejam alcancados no processo de transmissao da informacao.

Neste trabalho, consideramos as etapas a serem seguidas em relacao ao problema de
quantizagao de canal, isto é, quando n é uma poténcia de m, através de uma abordagem
topoldgica. O primeiro passo é realizar o mergulho do grafo completo biparticionado,
K, n, em superficies para a determinacao do intervalo dos possiveis valores que o género,
g, podera assumir, isto é, gmin < ¢ < Gmaz- O segundo passo é, uma vez conhecido o
género e as singularidades, identificar a curva algébrica e encontrar as solugées linear-
mente independentes (LIs) da correspondente equagao diferencial fuchsiana. O quociente
dessas solugoes Lls fornece os geradores do grupo fuchsiano associado ao conjunto das
singularidades e, um subgrupo desse grupo corresponderd a uma regiao fundamental onde
a curva algébrica serd uniformizada. Com isso, acabamos de determinar as estruturas
geométrica e algébrica do problema relacionado com a quantizacao da saida do canal.

2 Preliminares

2.1 Equacgoes Diferenciais Fuchsianas

Segundo [5] e [9], uma equacao do tipo:

(=) + pr(2)y" V(@) 4 e+ pama(2)y (2) + pal2)y(2) = 0, (1)

é uma equacao de Fuchs ou uma equacao do tipo fuchsiano se todo ponto singular no
plano complexo estendido for regular.

Definicao 1. Uma EDO de seqgunda ordem com n pontos singulares é da forma

y +p(2)y +aq(z)y =0, (2)
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2.2 Geometria Hiperbdlica

Definicao 2. [1], [4] Uma figura geométrica S é um subconjunto de pontos em um espago
métrico E. Duas figuras geométricas S1 e S2 de um espagco métrico E sao geometricamente
congruentes se existe uma isometria T : E — E tal que T(S1) = S2. Nesse caso, dizemos
que S1 e S2 tém a mesma forma. Além disso, uma isometria T que deiza uma figura
geométrica S invariante, ou seja, T(S) = S, € chamada uma simetria de S. O conjunto
das simetrias de S, U(S), € um grupo sob a operagio de composi¢io, sendo que U(S)
€ chamado grupo de simetrias de S. Em superficies de género > 2, a geomelria a ser
constderada € a geometria hiperbolica. Vamos considerar dois modelos para a geometria
hiperbolica plana: o plano de Lobacheviski ou modelo do semiplano superior H> = {z €
C|Im(z) > 0} e o modelo do disco de Poincaré D* = {z € C||z| < 1}.

Definicao 3. [1/, [4] Um emparelhamento de arestas de P é um conjunto ¢ = {T;|T € A}
de isometrias que, para toda aresta T € A : existe aresta ' =17 e as isometrias T: eT.,
e ser for aresta de P entio 7 = PN T (P).

satisfazem a relagao T » =T

Definicao 4. [6] Seja F,, uma sequéncia de Farey de ordem m. Entao, F,, consiste
de uma série de fracdes irredutiveis cujo demominador ndo ercede m, ou seja, g com

|P|,|Q] < m organizados em ordem crescente, isto €,

IE?1 = {7007 717 O’ 17 OO}

Lot }
2??77700'

FQ = {_007_27_17 2

2.3 Uniformizagao

Definicao 5. [3] Seja w = f(z) uma fungdo de maltiplos valores de z. Sejam w = w(z),
z = z(y) duas fungoes simples de y, tais que w(y) = f(z(y)). Dizemos que w e z sao
uniformizagoes de w = f(z). A varidvel y € dita varidvel de uniformizacdo.
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2.4 Funcoes hiperelipticas

Definigao 6. [3] Em geometria algébrica, uma curva hipereliptica é uma curva algébrica
dada por uma equacdio da forma y* = f(z), onde f(z) é um polinémio de grau n > 4 com
n raizes distintas. Uma funcdo hipereliptica é um elemento do corpo de funcgoes de uma
curva ou, eventualmente, da variedade Jacobiana na curva.

3 Resultados e Discussoes

Nesta secao, através de exemplos, apresentamos a proposta de utilizagao de elementos
de uma sequéncia de Farey na caracterizacao da superficie de Riemann associada ao co-
eficiente de maior ordem na equacao diferencial fuchsiana, bem como dos geradores dos
grupos fuchsianos associados as mesmas, com o objetivo de identificar a regido fundamental
que uniformizara a referida curva algébrica planar.

Usando as singularidades como elementos de uma seqiiéncia de Farey, sempre uma
delas sendo o infinito, juntamente com as transformagoes de emparelhamento de lados da
regiao fundamental resultante associada a superficie de Riemann, os geradores do grupo
fuchsiano sao determinados. E importante enfatizar a condicdo que deve ser satisfeita
quando se utiliza esta abordagem, isto é, o género da curva algébrica tem que coincidir
com o género da superficie, que é obtido pelas transformacgoes de emparelhamento de
lados e a caracteristica de Euler (género méximo). Desta forma, a regido fundamental
é na realidade a regido onde ocorrerd a uniformizacao da curva algébrica. Além disso,
para que a regiao poligonal tenha as singularidades (sempre uma delas sendo o infinito)
como vértices da regiao fundamental para a uniformizacao da curva algébrica, ha uma
restricao associada ao nimero de singularidades para que a igualdade do género possa ser
alcancada.

Exemplo 3.1. Vamos analisar o mergulho de um grafo completo biparticionado Ko 2,
representando o canal Cao. O género minimo, gmin, € 0 género mdwimo, gmaz, da cor-
respondente superficie sao dados por: gmin (K22) = {(m —2)(n—2)/4} = {0} = 0,
onde {a} denota o menor inteiro maior ou igual ao nimero real a € Gmag (K22) =
[(m—1)(n—1)/2] =[0.5] =0, onde [a] denota o maior inteiro menor ou igual ao nimero
real a. Entdo, gmin = 9maz = 0, implica g = 0. Com g = 0, a curva algébrica tem grau
2. Entao, se as singularidades sdo dadas por 0, 1 e 0o, a correspondente curva algébrica
planar é dada por y*> = z(z —1). Como consequéncia, a equacio diferencial fuchsiana, do
tipo hipergeométrica, € dada por:

(22 = 2)y"(2) + 2(z + 1)y (2) = A\ + 1)y(2) = 0. (3)

Os pontos 0, 1 e oo sao pontos singulares regulares, [8], os quais fazem parte da
sequéncia de Farey F1 = {—00,—1,0,1,00}. Além disso, essas singularidades podem ser
associadas aos vértices de um triangulo fundamental, no qual transformacdes de emparel-
hamentos podem ser aplicadas, sendo uma transformacao eliptica e uma parabdlica. Anal-
isando os emparelhamentos para o caso de trés pontos singulares regulares, a superficie
associada € a esfera [1]. Uma outra forma de fazermos essa identifica¢ao € observando
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que o coeficiente de y" tem grau 2, logo seu género é dado por 2g + 2 = 2, que implica

em g = 0, ou seja, a esfera. Note que a superficie associada a curva algébrica estd em

consonancia com a superficie associada aos emparelhamentos. Essa caracterizacdo é apre-
. . . . -1

sentada na Figura 1. Podemos identificar as transformagoes v1(z) = — e y(z) = 2+ 2,
z

caracterizando os geradores do grupo fuchsiano.

Figura 1: Superficie de género 0.

Exemplo 3.2. Vamos agora analisar o mergulho do grafo biparticionado Ko 4, como o
canal Co 4. O género minimo e o género mdximo da correspondente superficie sao dados
por: gunin (Kz4) = {(m —2) (n —2) /4} = {0} = 0, € gz (K2.a) = [(m— 1) (n — 1) /2] =
[1.5] = 1. Entao, gmin = 0 € gmaz = 1, implicando 0 < g < 1. A equagao diferencial
fuchsiana, de Heun, € dada por:

(2% = 2)y"(2) + (42" — 2 = )y (2) + (32 = y(2) = 0. (4)

Os pontos singulares regulares sao —1,0,1,00, [8], 0s quais fazem parte da sequéncia
de Farey F1 = {—00,—1,0,1,00} e podem ser representadas por meio de um poligono de
quatro lados, como mostra a Figura 2. As transformacoes de Mobius (elipticas, parabdlicas
e hiperbdlicas), ou de emparelhamentos das arestas do poligono sao os geradores do grupo
fuchsiano associado e identificam a superficie de Riemann. As transformac¢des hiperbdlicas
conduzem ao género mdzrimo da superficie associada ao poligono fundamental, como mostra
a Figura 2.

O grau da curva algébrica € trés, conduzindo a 2g +1 =3 = g = 1, portanto, o toro.
Com isso, o género associado & curva algébrica € igual ao género encontrado através da
caracteristica de Euler com a aplicacdo das transformacoes consideradas. Desta forma, o

poligono fundamental é a regido em que a curva algébrica serd uniformizada. As trans-
f ses hinerbdli licad 5o do ti (2) z+ (2) 2z+1
ormacdes hiperbdlicas aplicadas sao do tipo: z) = eya(z) = .

¢ P P po: 11 -+ 9 Y2 11
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Figura 2: Superficie de género 1

Exemplo 3.3. Considere o mergulho do grafo Ksg como sendo o canal Cag. Os géneros
minimo e mdximo sio dados por gmin (K28) = {(m —2) (n —2) /4} = {0} =0, € gmas (K28) =
[(m—1)(n—1)/2] = [3.5] = 3. Entao, gmin =0 € gmaz = 3 implicando em 0 < g < 3.
Consideraremos o caso g = 2 devido as suas especificidades. Uma possivel curva algébrica
planar a ser considerada é dada por y?> = 2°+1. Pode ser mostrado que existe um isomor-
fismo entre os grupos formados pelo conjunto de solugées de z° + 1 com a operacdo usual

de multiplicagao, e o conjunto {0,+1,+2} com a operagio mod 5. A equagao diferencial
fuchsiana € dada por:

524 23

y'() + 2(25 + 1) Y+ 2(25 + 1)

Observe que os valores inteiros sao elementos da sequéncia de Farey Fo, dada por
Fy = {—00, -2, -1, —%,0, %, 1,2,00}. Considerando as singularidades, o poligono funda-
mental correspondente é um hexdgono. Como mostrado em [1], existem emparelhamentos
conduzindo a superficies com género g = 1 e superficies com género g = 0. Como o grau
da curva algébrica planar € cinco, seque que o género da curva ¢ 2g+1 =05, e assim g = 2
(bitoro). Portanto, nao hd correspondéncia entre o género da curva e o género da regiao
fundamental. Como consequéncia, a curva algébrica planar ndo pode ser uniformizada
nessa regido poligonal. Portanto, uwm procedimento alternativo para encontrar a regido
fundamental € necessdrio com o objetivo de coincidir os valores do género da curva e da

regidgo poligonal. Tal procedimento alternativo € devido a Whittaker, [10].

y(z) = 0. (5)

4 Conclusoes

Neste artigo mostramos a proposta de utilizacdo das singularidades de equacoes difer-
enciais fuchsianas como elementos de uma sequéncia de Farey. Identificamos as correspon-
dentes regides poligonais para a uniformizacao da curva algébrica planar, uma vez que
existe a igualdade dos géneros da curva algébrica e da superficie tendo as singularidades
como vértices da regiao fundamental, para uma equacao hipergeométrica, com trés pontos
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singulares regulares e para uma equacao de Heun, com quatro pontos singulares regulares.
Além disso, apresentamos um caso envolvendo uma equacdo com seis pontos singulares,
onde nao foi possivel obter a igualdade dos géneros da curva algébrica e da superficie de
Riemann via a caracteristica de Euler e, consequentemente, a nao definicao da regiao onde
a curva algébrica possa ser uniformizada. Em todos os casos analisados, apresentamos os
geradores do grupo fuchsiano associados a cada uma das equacoes diferenciais fuchsianas
analisadas.
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