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Resumo. Vamos analisar uma estratégia quase-Newton sub-relaxada para acelerar a con-
vergéncia de iteracoes de ponto-fixo. Para isso, atualizagoes secantes classicas sao conside-
radas. Em seguida, a técnica quasi-Newton é aplicada ao problema pratico de representar
o comportamento cinético de um marcador PET (Tomografia por Emissao de Pésitrons)
durante o exame de perfusao cardiaca, cuja formulagao de ponto fixo foi introduzida re-
centemente. O desempenho do método quando aplicado a problemas com dados reais é
ilustrado numericamente.
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1 Introducao

Dada uma funcao G : IR" — IR™, um problema de ponto fixo consiste em encontrar
x € IR" tal que z = G(x). Associado a este problema, definimos uma iteragdo de ponto
fixo por zF*1 = G(aF).

O problema de encontrar um ponto fixo pode ser visto como um sistema nao linear.
Para isto, basta definirmos a funcao F' : IR" — IR™ por F(z) = z — G(z). No entanto,
apesar de os problemas serem equivalentes do ponto de vista tedrico, Fang & Saad [10]
ressaltam que existem diferencas praticas entre resolver um sistema nao linear e acelerar
uma sequéncia de vetores. Por exemplo, a possivel dificuldade em calcular F' pode invia-
bilizar o uso de técnicas nao lineares que envolvem o uso de informacoes do Jacobiano e,
além disso, pode nao ser apropriado avaliar F(z + d) para um d arbitrario.

Problemas de ponto fixo surgem naturalmente em aplicagées. A grande preocupacao
acerca da iteracao de ponto fixo, como comenta [9], estd no fato de que os iterados podem
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convergir com taxa linear e extremamente lenta. Por este motivo, varios autores vém se
dedicando a acelerar de alguma maneira a convergéncia desses iterados [7,8,10,11,13,21].

A Tomografia por Emissao de Positrons consiste em um exame de imagem aplicado em
medicina nuclear capaz de produzir imagens dos processos fisiolégicos em 2D ou 3D. Este
procedimento surgiu como uma ferramenta de pesquisa para estudar o cérebro e, apesar
de ser um exame de alto custo, fornece uma melhor imagem de diagndstico de maneira
minimamente invasiva, o que permitiu sua transformacao em uma ferramenta clinica.
Nosso foco é o exame de perfusao cardiaca do miocardio, mas a técnica PET também é
aplicada em uma vasta gama de procedimentos, incluindo deteccao e monitoramento da
atividade de tumores malignos e de disttrbios cerebrais, como por exemplo, diagndstico
precoce da doenga de Alzheimer [5,6,19].

Para dados de baixa qualidade, por exemplo em marcadores como H215O com decai-
mento rapido, novas abordagens baseadas na reconstrucao direta dos parametros a partir
de dados PET, sem utilizar uma etapa intermédia de reconstrugao da imagem, aparecem
como ferramentas promissoras no caso de investigagoes pré-clinicas [2,3].

Neste trabalho vamos apresentar nossa experiéncia com técnicas de aceleragao quase-
Newton sub-relaxadas aplicadas a reconstrucao do comportamento cinético de um mar-
cador radioativo durante a perfusao cardiaca com dados reais. Os resultados obtidos
mostram que uma melhora significativa pode ser obtida em comparacao com o algoritmo
de ponto fixo original.

2 Modelagem PET

Utilizamos o modelo de equagdes diferenciais proposto em [18], capaz de representar o
comportamento cinético do marcador radioativo, H3°O, durante o exame PET de perfusio
cardiaca, a saber

T4 = k() 1) — (@) Cala, ) + FsCo, ) "

+ V- (Va(@)Ca(z,1)) + V- (Da(x)VCal(z, 1)),
O5T = —ho@)Cr{z,1) + h(£)Caw, ) — kaCr(z. 1) o)

+ V- (Vr(2)Cr(x,1)) + V- (D7 (2)VC7 (2, 1)),
8862} - _kO(x)CV(xvt) _k3($)CV(x7t) +kQCT($7t) (3)

+ V- (W(@)Cy(z,1)) + V- (Dy(2)VCy(x,1)),

sujeito as condicoes de contorno:

(DNCay7/v +VCuiryv) - n=jim I COQ Jin = const - 'V, (1)

(DVCarpy +VCairpv) - n=CarpVour QT

em que Cy(z,t), Cr(z,t) e Cy(z,t) representam as concentragoes do marcador radioativo
na artéria, tecido (capilares) e veia, respectivamente, e const é uma constante.
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Tal modelo considera ainda os parametros biolégicos de difusao e velocidade na artéria,
tecido e veia (D, Dy, Dy, Va, Vo, V). As parcelas koCa, koCr e koCy retratam o
decaimento radioativo do marcador e as constantes ki, ko e k3 representam a troca de
fluidos entre artéria, tecido e veia.

Nesse estudo, buscamos reconstruir com maior eficdcia a imagem u(z,t) = Cr(z,t) +
Cy(z,t) + Cu(z,t) e todos os parametros bioldgicos envolvidos que compde o vetor p:

p = (ki(@), k2(2), ks(2), D7 (), Da(x), Dy(x), Vi (@), Va(z), Vo (2)) . ()

Maiores detalhes sobre o problema inverso, a discretizacao das equacoes citadas e o pro-
blema de identificagao de parametros envolvido no processo podem ser encontrados em [18].

3 Aceleragao quase-Newton para problemas PET

Dado um parametro p € IR"™ vamos definir p* = G(p) como o préximo iterando,
proveniente da aplicagdo do método Forward-Backward Splitting (FBS) [20] ao problema
de reconstruir a imagem u. Nesse contexto, uma iteragao de ponto fixo é definida como
uma iteragao do método FBS.

Veremos agora como resolver o sistema nao linear associado, isto é F(p) = 0 com
F(p) = p— G(p), usando diferentes atualizacdo quase-Newton que satisfagam a condigao
secante [4]. Por definicdo, uma iteracido FBS corresponde a p**! = p¥ — HyF(p*), em que
Hy = I. Como este processo iterativo converge com taxa linear, é natural conjecturar que
os métodos quase-Newton definidos por p**1 = p* — H,. F(p*) ou pF*! = pk—Blle(pk), em
que Hy, satisfaz a equacio secante HFTL(F(pF+l) — F(pF)) = pF*1 —p* (ou By (pF*! —
pF) = F(p**t!) — F(p*)) com algum principio de variacdo minima convirjam com taxa
superlinear, e dessa forma, acelerando a convergéncia do método FBS.

Na sequéncia, descrevemos as atualizagoes quase-Newton consideradas neste estudo.

3.1 Atualizacoes quase-Newton consideradas

Foram consideradas cinco atualizacoes secantes diferentes, a saber: Primeiro e Segundo
Métodos de Broyden [12], o Método de atualizagdo de uma coluna por iteragao [14], o

Método de atualizacao de uma coluna por iteragao inverso [16] e o0 Método de Thomas [17].

_ T
Podemos formular o processo de atualizacao da matriz By, por: B, = Bk—i—(yk]iiksk)vk,

Sk Vi
em que s = 2F T — 2k 4 = F(aF1) — F(2F) e vy, € R™
A escolha vy = s define o Primeiro Método de Broyden (MB1), vy = e define o

Método de atualizagdo de uma coluna por iteracao (COLUM), e vy, = (P/z€ + HS;‘I

-
corresponde ao Método de Thomas, em que Py1 = (1+]|sk|) <HSkHI + Py, — Skl > , Pp=

wl;rsk,
p°1.
Por outro lado, para as atualizagoes que satisfazem a equacgao secante inversa, temos
By )T
Bk__&l = Bk,_]L + %, em que v = Yy para o Segundo Método de Broyden (MB2)
k

e v = ex para o Método de atualizacao de uma coluna por iteragao inverso (ICOLUM).
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4 Experimentos Computacionais

Os codigos utilizados nesse experimento foram escritos em Fortran 77 com dupla pre-
cisao. Os experimentos foram entao realizados usando gfortran-4.6 em uma maquina Intel
CORE 13-2310M @ 2.10 GHz com 100 Gb de HD e 4Gb de Ram.

Como critério de parada utilizamos a medida de sensibilidade utilizada em [19], a saber

k+1_ K
lIp; M lr _ 1g—4
iteragdo k e || - || denota a norma de Frobenius.

Além do critério colocado acima, limitamos o nimero de iteragoes em max{100,n%} e
o tempo computacional (para os métodos quase-Newton) em 600 segundos.

, em que p} representa uma componente do vetor p descrito em (5) na

Para o exemplo aqui analisado, vamos considerar um operador K (16512 x 4225)
obtido através do exame PET. Tal operador esta associado a uma imagem 65 X 65 em
um dominio €. A concentragdo inicial do marcador radioativo na artéria, C4, é dada
por Cu(x,y,0) = 7(1 — 22)(N — y)y, com N = 50.As concentracdes iniciais no tecido e
veias foram consideradas nulas, Cr(z,y,0) = 0 e Cy(z,y,0) = 0 e o intervalo de tempo
utilizado é 7 =3 x 107,

Aplicando a aceleracao quase-Newton conseguimos reduzir significativamente o ntimero
de iteragoes e, consequentemente, o tempo computacional. A Tabela 1 descreve o com-
portamento dos métodos de ponto fixo (FBS) e aceleragao quase-Newton aplicados ao
caso considerado. Nesta tabela, utilizamos a seguinte notacao: NI - niimero de iteracgoes;
TEMPO - tempo computacional (em segundos) medido pela funcao etime; RES - o residuo
encontrado, isto é, ||F'(T)|| em que T é a solugao encontrada pelo algoritmo; SENS - medida
de sensibilidade utilizada como critério de parada.

Tabela 1: Comparativo entre os métodos testados.

ap = 1 A = 0.01

NI TEMPO RES SENS | NI TEMPO RES  SENS
FBS | 317 41385  6.6958 9.99e-5 | 317  4138.5  6.6958 9.99e-5
MB1 2 53.699  7.97e-3 5.5le-5 | b 93.317  6.6595 9.96e-5
MB2 2 98.959  7.97e-3 5.52e-5 | 5 102.31  6.6594 9.92e-5
MAC 2 09.827  9.29e-3 5.54e-5 | b 91.401  6.6597 9.96e-5
MACTI | 2 60.703  1.46e-2 5.58e-5 | 5 91.325  6.6600 9.96e-5
MTH 2 09.827  7.97e-3 5.5le-5 | b 91.273  6.6595 9.96e-5

As imagens expostas na Figura 1 referem-se ao parametro V,7 calculado via método
FBS e MB2. Observe que, apesar de as imagens serem visualmente muito semelhantes,
as mesmas apresentaram valores diferentes. Sob o ponto de vista tedrico, os métodos
quase-Newton melhoraram a solucao obtida, uma vez que a imagem encontrada estd mais
préoxima de um ponto fixo do problema. No entanto, sob o ponto de vista pratico, a
solucao ideal é aquela que se assemelha & imagem obtida via método Forward-Backward
Splitting. Por este motivo decidimos limitar o tamanho do passo em cada iteracao quase-
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Figura 1: Imagens geradas pelos métodos FBS (esquerda) e MB2 (direita).

Newton por ay, assim pF™!t = p* + ays*, em que s* é a direcao quase-Newton. Utilizamos

ar = 0.1 e ap = 0.01, o valor a, = 1 representa o passo quase-Newton puro, enquanto
que ap < 1 corresponde as iteracoes quase-Newton “sub-relaxadas”. Apds essa corregao
de passo, conseguimos aproximar muito bem as imagens obtidas, conforme exemplificado
para o parametro V.7 na Figura 2.

O comportamento dos métodos quase-Newton com aj = 0.01 também ¢é apresentado
na Tabela 1. Observe que, mesmo restringindo o tamanho de passo para adequar a solugao
obtida pelo algoritmo ao problema PET, a reducao no nimero de iteracoes e no tempo
computacional foi de aproximadamente 98% e, mais importante, mantendo a qualidade
da solucgao.
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Figura 2: Imagens geradas pelos métodos FBS (esquerda) e MB2 com «j = 0.01 (direita).

5 Conclusoes

Mostramos que as versoes sub-relaxadas dos métodos quasi-Newton sao muito eficien-
tes para acelerar o comportamento dos métodos de ponto fixo associados a um problema,
de reconstrucao de imagens provenientes de tomografias. O fato de precisarmos de sub-
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relaxamento (o ~ 0.01) é muito interessante e reflete uma caracteristica de muitos pro-
blemas inversos [1]. Do mesmo modo como acontece com sistemas de equagoes lineares e
nao lineares muito mal condicionados, a “solucao exata’nao é a desejada na pratica e toda
a vasta teoria de regularizacao esté relacionada com este fato. O sub-relaxamento é uma
das técnicas que tém sido associadas com regularizagao a fim de obter solucées fisicamente
significativas de problemas inversos. E um tanto surpreendente que essa técnica funcione
tao bem quando associada a aceleragao quasi-Newton.
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