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Resumo. Estudamos o problema de valor inicial e de contorno para um sistema unidimensi-
onal de equagoes lineares de difusao termoelastica em dominio nao-cilindrico. Sao mostrados
trés métodos para obtencao da solugao numérica aproximada: acoplado, desacoplado com
preditor-corretor e desacoplado. A simulacido numérica é feita através do método dos ele-
mentos finitos no espaco e diferencas finitas no tempo. Além disso, sdo mostradas as taxas
de convergéncia dos métodos aplicados.
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1 Introducao

A difusao pode ser definida como um fenémeno de penetracao, desde regides de alta
concentracao até regioes de baixa concentracao. O conceito de difusao esta ligado ao de
transferéncia de massa impulsionado por diferencas de concentracao de diferentes regices
do material.

Problemas em dominios nao-cilindricos tém sido tratados por muitos autores e em
varias diregbes. A existéncia e unicidade do problema é conhecido na literatura através
dos trabalhos de M. Aouadi (ver [1-4]). Rincon et al. [5] analisaram o aspecto numérico
do problema termoelastico em dominios nao-cilindricos.

2 Problema original no dominio nao-cilindrico

Considere o problema na forma homogénea:
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com as seguintes condi¢oes de fronteira:
u=0=P=0, em Y (2)

e condicoes iniciais:

ou

E(SE,O) = uy(x),0(z,0) = 0O(x), P(x,0) = Py(z), —K(0) < z < K(0)

u(z,0) = uo(z),
onde @ é o dominio nao-cilindrico, contido no R?, definido por:

Q={(x,)) eR* &= K(t)y,y €] - 1,1], ¢ €]0, T} (4)

com fronteira lateral

U x {tH U{K () x {t}}} ()

<t<T

onde a fungao real K (t) e as constantes «, 3, v e k satisfazem certas condigoes:
(i) K € C*([0,T);R) com Ky = OgltigTK(t) >0

(ii) [KK"| < cK?, onde ¢ > 0.

(iii) Existe uma constante positiva K7, tal que 1 — [K'(t)y]? > K1,
0<t<T, -1<y<L

(iv) p, a, 71, Y2, k e h sdo estritamente positivas.

(v) Assuma que as constantes positivas ¢, d e n satisfazem

en—d*>0 (6)

O teorema de existéncia e unicidade a seguir do problema (1) pode ser encontrado nos
trabalhos de Moncef Aouadi [1-4].

Teorema 2.1. Suponha que as hipdteses (i)-(v) sao vdlidas. Entao, com os dados iniciais
ug € HY(—1,1),u; € L*(—1,1),0 € L*(—1,1), P € L*(—1,1)
o problema envolvendo as equacdes 1-8 possui uma unica solu¢ao fraca para u, 6 e P.
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3 Problema equivalente no dominio cilindrico

Note que quando (z, ) varia em Q, o ponto (y,t), com y = K~1(t)x, varia no cilindro

Q =] — 1,1[x]0,T[. Assim, a funcdo 7 : Q@ — @Q, dada por 7 : (z,t) — (y,t), é um

difeomorfismo. Sob as mudancas de variaveis v(y,t) = u(K(t)y,t), ¢(y,t) = 6(K(t)y,1),
SN—— SN——

x x

Y(y,t) = P(K(t)y,t), obtemos o problema equivalente:
~——

T

v 0 (a2 + 20b00.) 2 1 pag( )2
52 96 O
+(p — a)bl(t)@ + 71az(t)a—y + Vzaz(t)@ =0em Q
0¢ ¢ oY oY 9%v
Cop + cba(y, t)@ + da + db22(y, t)@ + v1aa(t) D50t
o o P
ﬂla@ <b3(yat)ay) - kbl(t)aT/g =0em Q
a2 4 by, )%Y 4020 1 oy, 1) 22 4 (t)& "
ot 2\Y, 8y 77(% n 22 Y, ay Y2a2 Gyﬁt
o A o2y
+7287y (b?’(y’t)ay) - hbl(t)aiyg =0em Q
v=¢ =19 =0, em X
ov
v(y,0) = vo(y), E(% 0) = v1(y), ¢(y,0) = ¢o(y),
¢(y70) = ¢0(y), -1< y < 1
onde:
_ K'()y\? 1 _ K"(ty
al(yat) - K(t)g - ( K(t) ) 7a2(t) K(t)’ a3(y7t) - K(t) ;

1 K’
g el = = st = S

bi(t) =

4 Sistema aproximado

Seja T' > 0. Denotamos por V;,, o subespaco gerado por wi, wa, ..., W, onde (w;);cy €
V. Para cada m € N, consideramos as seguintes solucgoes aproximadas vy, , ¢, ¥y, repre-
sentadas por:
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4
Um(yvt) = ZA’L(t) ( ¢m Y, Zal wz @Z}m y,t Zgz wl (8)
i=1
Definindo as seguintes matrizes:
_ N o ((Qwi Owi\ o (Owi
MZ]_(wluwj)aNZ]_(ay7 8y>’L”_<6y’wj>’ (9)
awi Bwj i Ui e e
Sij(t) — al(yat)giyaaiy = Za ( )Nz], Uz]( ) - b?(ya - W Zb2 zg;
e=1

Vi) = (a0 Gy ) = Za3 i W0 = (5o 52 ) = Zbg

e substituindo as solugoes aproximadas na formulagao variacional de (7), obtemos o
seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias no tempo:

pMA(t) + 2pUT (1)N(E) + (p (S(t) + VT (1)) + (a — p)bi(t)N) A(¢)
+y1a2(t) Lo (t) + y2a2(t) LTE(t) =

cMo(t) + (cUT(t) + kbi (t)Ni)
+y1az(t) LTA(t) — 1 W (HA(L)

)+ dME() + dUT (1)E(2) (10)

o(t
0
AME(t) + (dU™ (2) + by (£) Ny
+2a9(t) LTA(t) — 72 W (¢ ) (t)

) )+ nMe(t) +nUT (t)o(t)

5 Métodos numéricos

Nesta segao, desenvolveremos trés métodos numéricos do sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias (10) e vamos compara-los.

5.1 Método numérico acoplado

Para a primeira equacao do sistema, considere a seguinte aproximacao de Newmark
(Observagao: a™ = a(t,), onde t,, é o tempo discreto) :

"= (1/4)a™ ™ + (1/2)a™ + (1/4)a™ !, onde a é \, o ou & (11)

Além disso, para a primeira e segunda derivadas, tomamos as seguintes diferencas
centradas no tempo:
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)\n—i—l — 0"+ )\n—l
At?

)\n+1 _ )\n—l

n 2yn _
N = S N =

(12)

Para a segunda e terceira equagoes, considere a aproximagao por Crank-Nicolson:

a*™ = (1/2)a™ + (1/2)a™, onde a é \, o ou & (13)
Além disso, para a primeira derivada, tomamos as seguintes diferencas progressivas no
tempo:

1 n n+1 n n+1 n
1 oMl g 1 — 1A - A
50.7’L+2 ’6§?’L+2 g 5 ’5)\7’L+2

At At At

Aplicando ao sistema de equagoes (10), obtemos o seguinte sistema linear de blocos de
matrizes:

(14)

R¥"! = _§,¢" — S,wn! (15)

Usando a recorréncia de (15), obtemos os vetores Wntt = [\n+l gntl entlT papy
n=12,..,N.

5.2 Método numérico desacoplado com Preditor-Corretor

O método com preditor-corretor funciona da seguinte maneira: 1. Achamos normal-
mente A" na la. equaciio, usando como preditores ¢l = ¢n ¢ ontl" = on. 2.
Resolvemos o sistema da segunda equacao com §”+1P = & e achamos ¢"*!. 3. Resol-
vemos o sistema da terceira equacdo com o"t! e achamos o corretor £"t!. Dada uma
tolerancia €, enquanto [T — ¢mH17|| < e e |0 — 6™ 17| < €, 0 preditor €"T1" recebe
o valor de &"*!, o preditor ™+1” recebe o valor de 01 e retornamos aos passos 2 e 3.

5.3 Método numérico desacoplado

No método desacoplado, usamos na primeira equacao a aproximacao de Newmark
somente para A(t), além das diferencas centradas para primeira e segunda derivadas. Na
segunda e terceira equagoes, usamos o método de Crank Nicolson de forma analoga ao
método acoplado.

6 Simulacao numérica

Na simulagao numérica que fizemos, nao temos a solucao exata para comparar com
a numérica. Por isso, vamos considerar como solucao “exata” a solucao de uma malha
com discretizagao suficientemente refinada. Vamos considerar esta malha com o nimero de
elementos do espago (nely) igual a 2! e o niimero de elementos do tempo (nel;) igual a 2°.
Em seguida, vamos compara-la com malhas menores para estimar as taxas de convergéncia
e os erros associados as solugoes numéricas.
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Exemplo:

Sejam:

0(y,0) = (72/6) (4 — 1); v/(4,0) = —(72/6) (4 — 1); 6(y,0) = — (v /A)sen((r/4)(y? —
1)); ¥(y,0) = (72/4)(y?> — 1); K(t) = 1 +t/(2(t + 1)) e as constantes: p = 10; o = 20;
v =0,001; 9 =0,001; d =10* k=1; n =10% h=1; c = 2 x 10%.

Através da execugao do nosso programa feito em MATLAB para o método acoplado,
foi encontrada a seguinte tabela de erros e ordens de convergéncia para L>(0, T, L?(—1,1))
quando h = At:

Tabela 1: Acoplado - Erros e ordens de convergéncia - L>(0, T, L?(—1,1)).

h = At

E, Ey Ey Pu Py Py
1/64 | 0,022414 | 0,000969 | 0,000965 | 1,002032 | 1,819381 | 1,979074
1/128 | 0,011196 | 0,000237 | 0,000210 | 1,001384 | 2,033097 | 2,199279
1/256 | 0,005594 | 0,000044 | 0,000033 | 1,000964 | 2,423969 | 2,651475

O tempo de execucao para o caso h = At = 1/256 foi de 164,708 minutos.

Para o método desacoplado com preditor-corretor, temos a seguinte tabela:

Tabela 2: Preditor-Corretor - Erros e ordens de convergéncia - L>(0,T, L?(—1,1)).

h = At E, Ey Ey Do Do Dip
1/32 | 0,000817 | 0,003421 | 0,003805 | 1,819109 | 1,703515 | 1,771199
1/64 | 0,000229 | 0,000969 | 0,000965 | 1,835780 | 1,819351 | 1,979079

1/128 | 0,000062 | 0,000237 | 0,000210 | 1,877835 | 2,032367 | 2,198805

O tempo de execucdo para h = At = 1/256 e € = 107° foi de 25, 7059 minutos.

Finalmente, para o método desacoplado, temos a seguinte tabela:

Tabela 3: Desacoplado - Erros e ordens de convergéncia - L>(0,T, L?(—1,1)).

h=At

E, Ey Ey Do Do Dy
1/64 0,000229 | 0,000969 | 0,000965 | 1,835780 | 1,819381 | 1,979074
1/128 0,000062 | 0,000237 | 0,000210 | 1,877835 | 2,033097 | 2,199279
1/256 0,000015 | 0,000044 | 0,000033 | 2,039196 | 2,423969 | 2,651475

O tempo de execucdo para o caso h = At = 1/256 foi de 19,7317 minutos.
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Os gréficos para o problema original gerados no caso h = At = 1/32 foram:

u, (1) - Solucao Anal nal Theta, (x.t) - Solucao Analitica Original P_ (x) - Solucao Analitica Original

(a) u(z,t) (b) O(z,t) (c) P(x,1)

Figura 1: Gréficos - Problema original - nel, = 64, nel; = 32.

7 Conclusoes

No exemplo apresentado aqui, o método acoplado torna-se o mais lento por apresentar
uma matriz de tamanho 9m? (enorme para valores muito grandes de m) e ordem linear
na convergéncia de A" paran =0,1,2,.... O método numérico desacoplado com preditor-
corretor apresentou ordem de convergéncia quadrética para todas as variaveis do problema,
mas foi mais lento que o método desacoplado propriamente dito.
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