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Resumo Este trabalho trata o problema de otimizacao com parametros incertos, perten-
centes a um conjunto conhecido previamente, tal que as variaveis devem ser determinadas
antes de se conhecer o real valor dos parametros. E proposto um método heuristico que
busca, através da combinacao das informagoes acumuladas ao resolver uma colecao de pro-
blemas de otimizagao que compartilham da estrutura do problema inicial, encontrar uma
solugao e-robusta, nao necessitando de reformulagoes do problema inicial. Os resultados
computacionais realizados com dois estudos de caso, um problema de programacao linear e
um de programagao nao linear, mostram um bom desempenho do método heuristico, sendo
necessaria maior investigacao em estudos futuros.
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1 Introducao

As consequéncias de nao se considerar a incerteza em um modelo matematico real sdo
exemplificadas por Ben-Tal em [2], quando submete & incerteza paramétrica os problemas
que compoem a biblioteca NETLIB. Foi verificado que uma incerteza de 0,1% no valor
nominal dos coeficientes pode ser responsdvel por inviabilizar a solucao 6tima de um pro-
blema linear e fazer com a violacao das restricoes seja maior que 450% do valor esperado.
Desse modo, considerar a incerteza associada a problemas reais é de extrema importancia
para gerar solugoes que sejam estaveis ao longo do tempo.

Serao resgatados conceitos de otimizagao robusta nao linear apresentados em [1] e
entao formulado do método heuristico Butkeraites-Neto-Azevedo - BNA para resolugao
de problemas nao lineares sob incerteza de forma robusta. Para verificar o desempenho e
a robustez da metodologia desenvolvida, ela sera aplicada em um problema de otimizacao
linear e outro néo linear, ambos sob incerteza, modelados e resolvidos em [1,3], e calculadas
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estatisticas cabiveis para medir o desempenho do algoritmo em face dos resultados ja
registrados.

1.1 Otimizagao Robusta

Deve-se definir o que otimizacdo sob incerteza significa e sua respectiva contrapartida
robusta:

Definicao 1.1. Um problema de otimizagao sob incerteza é uma familia de problemas de
otimizacdo que compartilham de mesma estrutura mas com parametros variando dentro
de um conjunto incerto V:

{min f(x): h(x,v) =0, g(z,v) < 0} (1)
x veEY

Em que f : R"™ — R € a funcdo objetivo, g : R" x R? — R*> € a funcdo das restricoes
de desigualdade, h : R™ x R? — R”> ¢ a funcao das restricoes de igualdade , x € R™ é
a varidvel de decisio, v € RUT™) sgo os pardmetros incertos que pertencem ao conjunto
V C RUt™) de interior nio vazio.

Definigao 1.2. A contrapartida robusta de um problema de otimizagao sob incerteza (1)
€ o problema de otimizacao:

min {f(a:) =sup f(x) | h(z,v) =0, g(z,v) <0, Yv € V} (2)
z veEV

E proposto em [7] uma formulagao finita para a contrapartida robusta do problema

(1) no caso nao linear, assumindo que as fungoes h e g sao continuamente diferencidveis.

2 Método Heuristico Butkeraites-Neto-Azevedo - BNA

Existem solvers para resolver de forma robusta problemas lineares sob incerteza e
outros para problemas quadraticos conicos. O método BNA nao se utiliza diretamente
da estrutura do problema para procurar uma solucao mais robusta, podendo ser utilizado
para problemas de otimizacao sob incerteza.

Para julgar a qualidade de uma resposta dada pelo BNA, serd necessario definir
também o conceito de solucao e-robusta:

Defini¢ao 2.1. Dadoe € R = {z €e R™ : x; > 0,Vi € {1,--- ,m}}, dizemos que um vetor
x € R™ é uma solugao e-robusta factivel para (1) quando:

|h(z,v)| <€ YveV (3)

g(x,v) <€ YveV (4)

A estratégia adotada para lidar com (2) é a de resolver uma colegdo de problemas

pertencentes a familia (1) e retornar como resposta para o problema (2): o “centro de
massa ponderado” dessas solugoes , se para dado € > 0 ela for e-robusta factivel, caso
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contrario, serd dada como solugao um “centro de massa S-ponderado” e-factivel, em que
B é responséavel por tornar a solucao e-factivel. Os préximos paragrafos serao voltados a
explicar de forma detalhada o que cada uma dessas afirmacées significam.

Definigao 2.2. Dado um conjunto A, serd chamado de n-colecdo de A um conjunto A,
com n elementos pertencentes a A, ou seja, |Acl =nex € A, =>x €A

Uma n-colecao da familia de problemas (1) serd denotada como PV, e seus elementos
serao identificados como pv;, para i € {1,--- ,n}.

O BNA se utiliza de Simulacao de Monte Carlo (SMC) para construir uma N-colegao
de (1) (denotada por PVy), sendo que o cendrio ¢ da SMC consistird em encontrar v; € V
e associa-lo a um elemento pv; € NLy, de forma que:

pv; == min f(x)
Sa. g(z,vi) = pi(z) <0

Apébs a composicao do conjunto PVy, cada problema, se factivel, serd resolvido por um
algoritmo apropriado e sua solugao 6tima, se existir, ira compor uma N-cole¢ao de solugoes
dos problemas contidos em PVy. Apds isto, serd composta a matriz de solugoes, denotada
por X € RV*" de forma que cada linha i conterd o vetor [a?i]T, solucao do problema puv;.

O préximo passo é encontrar o centro de massa de X, que é a solugao do problema de
minimizacao de ¢1, denominada “centro de massa 1-ponderado”:

N n

SO UFE)] -y =1 f*] - Xiy)* = ¢n (2) (5)
i=1 j=1

Zi\il f(Xs)

A solugao 6tima z* do problema (5) é a solucao do método BNA, caso seja e-robusta
factivel, para dado € > 0. Caso contrario, a solugao do problema:

Em que X; representa a solucao do pv; e: f* =

min 355, 570 (1F(K)| - ﬁ‘\f*|‘Xz“)2=¢/3($) (6)
S.a. |h(x,v;)| <€ Vi€ {1 -,N}
g(z,v) <e Vie{l,--- N}

para 5 € B = [1, 2], serd retornada como solugao. A busca pelo parametro 5 pode ser
dada pelo processo abaixo:

Inicio: Biny = B =1, Bsup = 2, * solucao de (5);
1. Faca enquanto Bsup — Bing > €

(a) Se |h(z*,v;)| > € ou g(z*,v;) > €, Vie {1l,---, N} entdo:
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ii. B+ B+ Ls“pz_ b

(b) Caso contrério, faga:
L Boup < B
il. B+ B —
(¢) x* «<-Solugao de (6);

/8 - Binf
2

2. Retorne z*.

3 Resultados e Discussao

Foi utilizado do ambiente de programacao Rstudio para implementar o método em
linguagem R e os problemas internos ao método BNA. Para resolugdo dos problemas
de otimizacdo nao linear foram utilizados dois pacotes, o Rsolnp, sob licenca GPL, e o
nloptr, sob licenca LGPL, ambos direcionados a resolver problemas gerais de otimizacao
nao linear.

Estudo de caso - Programacao Linear

Utilizou-se o exemplo da producao encontrado em [1] para realizar os testes compu-
tacionais preliminares em um problema de otimizagao linear. Os paradmetros incertos
que compoem o modelo linear estdo na restricaio que garante a composicao das drogas
em relacdo ao nivel da matéria bruta, sendo a incerteza de 0,5% no valor nominal da
quantidade de A em Rawl e 2% no valor nominal da quantidade de A em RawlII.

O desempenho do algoritmo foi avaliado através de 100 simulacoes, cada uma gerando
10.000 instancias da SMC, utilizando o fator 8 = 1 e € = 4E-3. Para cada simulagao
completa foi retornada uma solucao pela BNA. A solucdo com menor € estd reportada
na Tabela 1 e comparada com a encontrada como solucao do problema sem parametros

incertos (Det.) e a encontrada pela resolucao da contrapartida robusta (C.R.) do problema.

Tabela 1: Resultados computacionais da melhor de 100 execugoes do método BNA para o problema
de produgéao encontrado em [1].

Problema | Objetivo T 9 T3 Ty e-Tactivel

Det. -8819,658 0 438,789 | 17,552 0 1,7573E-01
C. R. -8294,567 | 877,732 0 17,467 0 6,6375E-05
BNA -8330,940 | 877,691 | 7,578E-05 | 17,473 | 3,136E-07 | 3,3431E-03

Foi constatado que a solugao encontrada em [1], com as casas decimais utilizadas, nao
é factivel para todas as realizacGes dos parameros incertos do problema. Para verificar
esta afirmacao, considere a restrigao:

0,00995 - x1 +0,02023 - z2 — 0,5 - 23 — 0,6 - x4 > 0

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0401 010401-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0401

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Que ao ser avaliada na solugao encontrada pela C.R. obteve o valor de -6,66E-05.

A violacdo da restricdo de balanco de nutriente forca a parada de producdo quando
acabasse o substrato A. Ao recalcular a nova quantidade produzida, foi obtido o valor
de producao de Drugl: 17,467 para a solugao encontrada em C.R. (lucro de $8.294,58) e
para a solucao dada pela matheuristica a producao de 17,466 (lucro de $8.294,16). Esta
comparacao final sobre o valor da funcao objetivo mostra que mesmo que a solucao da
matheuristica tenha se mostrado e-factivel com € pior do que o encontrado pela solugao
de [1], seu valor de fungao objetivo ajustado a realidade da produgdo se mostrou apenas
5,1E-3% pior.

Estudo de caso - Programacao Nao Linear

Para testar o desempenho da matheuristica em um problema néo linear foi escolhido
o problema de design de trelica de trés barras, classico de engenharia estrutural abordado
em [6]. As varidveis do problema s@o relacionadas ao didmetro de cada barra da treliga
(b; relacionada ao didmetro da barra i) e ao deslocamento da extremidade nao fixada da
treliga (z; representa o deslocamento no eixo i). O objetivo é produzir a trelica mais leve,
dadas restrigoes de resisténcia e deslocamento.

Tabela 2: Resultados computacionais de uma das 5 execucoes do método BNA para o C1, como
modelado em [3]. As linhas horizontais e verticais delimitam a regido de deslocamento tolerdvel
(61 = 62 = 0,005”). Estd identificado como C1 BNA-1 o método para solucao antes de encontrar
o centro de massa [-ponderado.

Método Peso by by b3 Z1 Z9 e-factivel
C1 Nom 282,36 | 12,148 | 0,0000 | 7,8183 | 5,00E-3 | 1,08E-3 | 6,1E-3-factivel
Cl 1-R 440,20 | 12,959 | 1,9082 | 16,818 | 3,72E-3 | 1,64E-3 factivel
Cl K&H 320,45 | 11,309 | 0,04475 | 11,319 | 4,62E-3 | 1,90E-3 factivel
C1 BNA-1 | 268,72 | 9,451 | 0,0000 | 9,550 | 5,51E-3 | 2,31E-3 | 6,0E-3-factivel
C1 BNA 334,59 | 10,438 | 1,1600 | 12,400 | 4,75E-3 | 2,01E-3 | 3,0E-9-factivel

A incerteza do modelo estd relacionada & restricao de deslocamento, que mede a de-
formagao da trelica apods ser aplicada uma forga de médulo F' e angulo a na extremidade

livre do conjunto de barras. Foram realizados dois grupos de simulagoes, denominados
T 71'} .
—,—| para a si-
4’ 2

mulacao C1 e em [0, g] para a simulacao C2. Foram realizadas 5 execugoes do BNA para

por C1 e C2, como em [3], em que o parametro incerto « varia em [—

o conjunto C1 e 5 execugbes para o conjunto C2, em que cada uma contou com 10.000
simulacoes. Os dados de desempenho foram resumidos na Tabelas 2 e 3 e na Figura 1.
Pode-se notar, pelo peso da trelica resultante, encontrado na Tabela 2 e pela fac-
tibilidade da solugao, representada na Figura 1, que o método K&H [4] tem o melhor
desempenho dentre os métodos selecionados para comparacao. A qualidade da solugao
encontrada estd ligada a especialidade do método para problemas de design étimo sujeitos
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Figura 1: Trajetéria da extremidade nao fixada da trelica de trés barras ao sofrer o
T
carregamento P com angulo de aplicacao pertencente ao intervalo [_Z’ 5} (Problema

C1). Cada linha laranja representa a tolerancia para os valores de deslocamento zj e za.

a incertezas paramétricas. Embora o método BNA nao se aproveite das caracteristicas
individuais do problema, demonstrou o segundo melhor desempenho, 4,4% pior do que
K&H e 24% melhor do que a resposta retornada pelo método 1-R apresentado em [7], que
resolve um unico problema nao linear de grande porte.

Tabela 3: Resultados computacionais de uma das 5 execugoes do método BNA para o C2. Estd
identificado como C2 BNA-1 o método para solucao antes de encontrar o centro de massa [3-
ponderado.

Método Peso by by b3 Z1 Z9 e-factivel
C2 Nom 125,89 | 8,8875 | 0,0022 | 0,0127 | 5,00E-3 | 4,00E-3 2-factivel
C2 1-R 427,80 | 15,164 | 2,4981 | 13,320 | 3,91E-3 | 2,85E-4 factivel
C2 K&H 320,45 | 11,309 | 0,04475 | 11,319 | 4,62E-3 | 1,90E-3 factivel

C2 BNA-1 | 105,70 | 7,126 0,200 0,206 | 7,80E-3 | 3,29E-3 | 1,7E2-factivel
C2 BNA 353,02 | 9,755 2,382 | 13,522 | 3,95E-3 | 3,16E-3 | 2,0E-9-factivel

Para a resolucao do problema de design em sua formulagao C2, foram encontrados
resultados préximos em qualidade quando comparados ao caso C1. O resultado com
melhor desempenho foi dado pelo método de K&H, com segundo lugar ocupado pelo
método BNA (10,16% pior) que obteve uma solucao 21,18% melhor do que o método 1-R.

Em ambos os casos, o método BNA encontrou solugoes que sao e-factiveis para € da
ordem de 1E-9. Foi possivel verificar também que as solucbes finais foram factiveis em
99.9% dos cendrios gerados pela SMC. Notou-se que a segunda etapa do método BNA
melhora significativamente o resultado, diminuindo € em até onze ordens de grandeza,
como mostrado na Tabela 3.
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4 Conclusoes e Proximos Estudos

A partir da metodologia adotada foi possivel notar que o método heuristico BNA
obteve bom desempenho para os dois casos estudados, entretanto, vale pontuar que uma
maior investigacao deve ser considerada em estudos futuros, como por exemplo realizar
testes computacionais mais extensos e a melhoria no método de estimativa de 5 na segunda
etapa do BNA.
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