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Resumo. Apresentamos neste trabalho solugoes numéricas para PVI fuzzy, com aplicagao
em modelos epidemiolégicos do tipo SI (Suscetivel-Infectado) com dindmica vital em que as
condigoes iniciais sao consideradas incertas e modeladas por nimeros fuzzy. Nas equagoes
diferenciais sao consideradas derivadas para processos fuzzy autocorrelacionados. A fim de
manipular as operagoes, sao definidas aritméticas fuzzy interativa, baseada em uma familia
de distribui¢oes de possibilidade conjunta parametrizada J,.

Palavras-chave. Interatividade Fuzzy, Distribuicao de Possibilidade Conjunta, Problema
de Valor Inicial Fuzzy.

1 Introducao

Os modelos matematicos epidemioldgicos sao frequentemente estudados para compre-
ender a dindmica e a evolucao de uma certa doenca, e possibilita indicar algum controle
para a mesma. Geralmente, os modelos mateméaticos para doencas de transmissao di-
reta sao dados por sistemas de equacoes diferenciais ordinarias ou parciais. No entanto,
os modelos classicos nao levam em conta incertezas provenientes de pardmetros ou de
conhecimentos parciais, possivelmente presentes nos fenémenos biolégicos.

Dentre os diversos modelos epidemiolégicos conhecidos, abordaremos aquele do tipo
SI (Suscetivel (S)-Infectado (I)) com dinamica vital, isto é, os individuos suscetiveis que
contraem a doenca nao se recuperam. Um exemplo de doenga que se comporta desse modo
é a AIDS [5]. Tal modelo matemético é dado pelo sistema abaixo (1)

: (1)

dS — —BSI+ (n—m)S. S(0) =S
dl = ST — ul, 1(0) = Io
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com condicOes iniciais Sy e Iy fuzzy, sendo 1, 1 e [ as taxas de natalidade, mortalidade e
de transmissao da doenca, respectivamente.

Supondo que as condigoes iniciais Sy e Iy sao incertas e modeladas por nimeros fuzzy,
existem algumas maneiras de se resolver um PVI fuzzy. Em [2] por exemplo, é utili-
zada uma correlacao linear entre os numeros fuzzy em questdao. No entanto, esse tipo
de correlagao exige que os numeros fuzzy em questao sejam de mesma forma: triangular,
trapezoidal...Adotamos outro tipo de correlagao, que pode ser aplicado para quaisquer
nimeros fuzzy. Aqui consideramos condic¢Oes iniciais triangulares.

Para isto, utilizamos uma familia de distribuicées de possibilidade conjunta parametri-
zada, definida em [6], para levar em consideracao a interatividade entre os nimeros fuzzy
envolvidos e determinar uma solu¢do numérica para o sistema (1). Para tanto, o método
de Euler é usado.

2 Preliminares

A seguir apresentamos alguns conceitos bésicos da teoria de conjuntos fuzzy e algumas
notacoes utilizadas.

Definicao 2.1. [9] Um subconjunto fuzzy A de U é caracterizado por uma func¢do de
pertinéncia pg : U — [0,1] em que pa(x) indica o grau com que x pertence a A.

Todo subconjunto classico A em U pode ser definido por sua funcao caracteristica,
isto é, pela funcao x4 : U — {0,1} que assume o valor 1 se x € A ou o valor 0 se
x ¢ A. Podemos dizer entdo que um conjunto cldssico é em particular um conjunto fuzzy.
Denotamos por F(U) a familia de todos os subconjuntos fuzzy de U. Para facilitar a
notacao denotamos as fungoes de pertinéncia pu(z) por A(x) para todo z € U.

Os nimeros fuzzy, denotados por Rx, sao subconjuntos fuzzy dos reais que satisfazem
as seguintes condigoes [1]:

(a) Sao normais, isto é, existe xg € R tal que A(xg) = 1;
(b) O suporte, supp(A) = {z € R: A(x) > 0}, é limitado;

(c) Os a—niveis, [A]* = {z € R: A(x) > a}, sdo intervalos fechados para todo « € [0, 1],

e portanto serao denotados por [A]* = [a;, a}].

Exemplos de ntimeros fuzzy sao os nimeros triangulares e trapezoidais, denotados por
(a;b;¢) e (a;b; c;d), respectivamente [1].

Dentre o conjunto dos nimeros fuzzy, destacamos o subconjunto Rz, que é formado
por todos os nimeros fuzzy que possuem as fungoes a,, e al continuas [3].

Um conjunto fuzzy J, definido em um cartesiano X = X; x X X ... X X, é chamado
de uma relagao fuzzy n-aria. A projecao de uma relacao fuzzy J € F(X; x X X ... x X};)

sobre X;, com 1 <14 < n, é o conjunto fuzzy HZJ de X; dado por
i

H(y) = \/{J(ac) cx € X com x; =y}, Vy € X,
J
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onde \/ representa o sup.

Uma relacao fuzzy J € F(R") é dita distribuicao de possibilidade conjunta dos niimeros
fuzzy A, ..., An se A; = [[},Vi = 1,...,n. Ainda, os nimeros fuzzy Ay, ..., A, € Ry séo
ditos nao interativos se, e somente se, a sua distribui¢ao de possibilidade conjunta é dada
por

n
J({L‘l, veey xn) = /\ Az(xz),
i=1
para todo (z1,...,z,) € R™. Caso contrario, dizemos que Aj, ..., A, € Rr sdo interativos.
O simbolo A representa o minimo.

Um exemplo de interatividade entre nimeros fuzzy é dado pelo conceito de completa-
mente correlacionado [4]. Dizemos que A;, A2 € Ryr sdo completamente correlacionados
em termos da distribuicdo de possibilidade conjunta J se existem ¢,r € R com ¢ # 0 tal
que

J(1'17$2) = Jq,r(xla x2) = A ($1)X{qx1+r:x2}($17$2) (2)
= A2<£2)X{qx1+r:x2}($la$2) ’
para todo z1,z2 € R.
Esta distribuicao de possibilidade conjunta é restritiva, uma vez que exclui nimeros
fuzzy que nao possam ser correlacionados através de uma reta, como é o caso entre um
nimero fuzzy triangular e um trapezoidal.

Definicao 2.2. (Principio de Extensdo Sup-J [7]) Sejam J € F(R"™) uma distribuicao de
possibilidade conjunta de Aq,...,A, € Ry e f : R" = R. A extensdo sup-J da funcao f
aplicada em (A, ..., Ayp) € definida por

Fr(AL, . Ay (y) = \/ J(T1y ey ),

(Il,..‘,mn)ef_l(y)
onde f~1(y) = {(x1,...,7n) € R™ : f(x1,...,2) = y} € a pré-imagem de y pela funcdo f.

Através da Definicao 2.2, é possivel obter a soma interativa entre niimeros fuzzy A; e
As dada por

A+ A9)w) =\ J(@i,2), (3)
T1+T2=Y

em que f(x1,x2) = x1 + x2 e J uma distribuigao de possibilidade conjunta de A; e A,.

Definiremos a seguir uma distribuicao de possibilidade conjunta conveniente, a fim de
apresentar uma solucao para o sistema (1) via método de Euler.

Considerando v € [0,1], o pardmetro que estipula o grau de interatividade entre
A1,A> € Ry, construimos uma familia de distribuicoes de possibilidade conjunta .J,,
da seguinte forma [8]. Sejam as funcdes auxiliares g%, ¢, e v?, definidas por,

gf\(z,oz) = /\ ‘w"i_z‘: Vz € R, (4)
wE[A37¢}(’
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4
gl (z,a) = \/ |lw+ z|, VzeR, (5)
’UJG[Ag_i}D‘
e
V' (z,0,7) = (1 —7)g(z, @) + 79, (2, @), ¥z €R, (6)

para cada i € {1,2} e o,y € [0,1].
Considere também,

R _ {a;,ai} se a €10,1)
o [4;] se a=1

e

Li(z’av’}/) = [A3—i]a N [_/Ui(zv aa’Y) - Z,Ui(Z, aa’Y) - Z]'

Para cada par Ay, A2 € R, definimos J, por
A NA , , eP
(1, 22) :{ 1(z1) 2(72) se (71 962), ‘ (7) (7)
0 ,  caso contrario

com

2
rm=J U P

i=1 ael0,1]

e P(v,a) sendo definido para cada i € {1,2} e v, € [0, 1], por

P'(y,a) ={(z1,22) 12, € R, e w3—; € L'(x;,,7)}
Va € [0, 1].

A aritmética interativa baseada na distribuicdo de possibilidade conjunta dada por (7)
nao possui restrigoes, uma vez que pode ser construida para quaisquer pares de ntmeros
fuzzy.

Com objetivo de simplificar os célculos das fungoes auxiliares (4), (5), (6) e diminuir
o esfor¢co computacional, introduzimos o conceito de translagdo para ntimeros fuzzy.

Teorema 2.1. [8] Dados A1, Ay € Rx e c = (c1,c2) € R Sejam Ay, Ay € Rz, tais que
Aj(z) = A1(z + 1) e Ay(z) = As(z + ¢2), Yz € R.
Seja v €[0,1] e j,y uma distribuicdo de possibilidade conjunta entre Ay, Ay € Rr.. Se
J§ € a relagao fuzzy definida por
J,?(a:l,xg) = j’y(afl —C1,T2 — CQ), V(I‘l,wz) < RQ
entdo JS € uma distribuicdo de possibilidade conjunta entre Ay e Az, ainda (Ay +5 Az) €
Rr., sendo +5 o simbolo que representa a soma via extensao sup — J3.

Pode-se mostrar que [A; 4 Ag]® — {c1 + 2} = [A; +5 A]® para todo « € [0, 1], sendo
+, o simbolo que representa a soma via extensao sup — .J,.
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3 Solucao Numérica

Como é bem conhecido, o método de Euler consiste em determinar solu¢des numéricas
para equagoes diferenciais ordinérias como a descrita em (8)

% = f(t,l’)
x(to) = xo

(8)

O algoritmo de tal método é descrito por xg+1 = g + hf(tg,xx), com 0 < k < N —1,
sendo N o numero de particoes que o intervalo de tempo considerado é dividido e h o
tamanho dos subintervalos [tx, tx+1] igualmente espacados.

Utilizaremos este método a fim de obter uma solu¢do numérica para o sistema (1). No
entanto considerando que as condigoes iniciais s@o numeros fuzzy interativos, usaremos
operacoes aritméticas no método de Euler que sao provenientes de uma distribuicao .J,
adequada. Mais ainda, a nogao de derivada (que considera operagao de diferenga no
incremento) que aparece em (1) deve ser compativel com essa distribui¢do. Sendo assim,
esse sistema é composto por derivadas interativas [2] e portanto a solucao desse sistema é
um processo fuzzy interativo.

As solugoes numéricas para o PVI fuzzy (1) sao dadas por (9)

Skv1 = Sk +5 M(=BSk *5 I +5 (n — 1) Sk)
Iiv1 = I +5 h(BSk 5 I =5 plk)

a soma, produto e a diferenca via extensao sup — J,, respectivamente.

7 9)

C, *C e _cC

Podewmos7 ver rZas Figuras 1, 2, 3 e 4 as solugoes numeéricas, cujos parametros utilizados
foram h = 0.125, 8 = 0.01, = 2.107°, u = 1.10~° e como condic@o inicial os niimeros
fuzzy triangulares Sp = (1;2;3) e Iy = (4;5;6).

Nos graficos da dinamica do modelo podemos comprovar que o parametro v estd re-
lacionado com o didmetro da solucao, isto é, para valores de v préximos de 0 o didmetro
diminui em relacao ao tempo conforme as Figuras 1 e 2, em que v = 0 e v = 0.25 res-
pectivamente. Por outro lado, para maiores valores de v o diametro aumenta, como é o
caso das Figuras 3 e 4, nas quais v = 0.5 e v = 0.75, respectivamente. Isso ocorre pois,
temos a seguinte equivaléncia [8] 71 < v & JS, C U5, & A+, A C A4S, Ay &
diam(Ay +5, A2) < diam(A; +5, A2).

sendo

Suscetiveis
Infectados

o 20 60 80 0 20 60 80

30 0
Tempo Tempo

Figura 1: Solugao numérica via extensao sup—Jy. As linhas em tons de cinza representam
os a—niveis. Os valores de a préximos de 1 sao descritos pelas linhas mais escuras.
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Figura 2: Solugdo numérica via extensao sup — Jyos. As linhas em tons de cinza re-
presentam os a—niveis. Os valores de « préximos de 1 sdo descritos pelas linhas mais

escuras.
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Figura 3: Solugao numérica via extensao sup—Jy 5. Aslinhas em tons de cinza representam
os a—niveis. Os valores de a proximos de 1 sdo descritos pelas linhas mais escuras.
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Figura 4: Solucao numérica via extensao sup — Jyr7s. As linhas em tons de cinza re-
presentam os a—niveis. Os valores de « préximos de 1 sdo descritos pelas linhas mais

escuras.

Do ponto de vista da doenga, a interatividade entre as populacoes de suscetiveis e
infectados é controlada pelo pardmetro v, sendo que quanto mais préximo de 0 for este

valor, maior é a interatividade.

O diametro de um numero fuzzy esta atrelado a incerteza que o mesmo modela, isto é,
quanto menor for o valor do didmetro, menor € a incerteza. Dito isso, percebemos que nas
Figuras 1 e 2 o diametro da solucao numérica diminui, e portanto nesses casos obtemos
aproximagoes mais precisas da evolugao temporal das populagoes em relacao a doenca.
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4 Conclusao

Consideramos um sistema epidemiolégico SI, com dindmica vital e condicoes iniciais
incertas modeladas por niimeros fuzzy interativos, obtendo um PVI fuzzy com derivadas
interativas. Apresentamos solugoes numéricas para este modelo, via método de Euler.

A partir de uma aritmética interativa, baseada no principio de extensao sup — J5,
controlamos a incerteza presente na dinamica da doenga através do parametro . As
simulacoes computacionais corroboraram os resultados tedricos, pois é possivel observar
que o diametro da solucao esta ligado a 7, de modo que para pequenos valores de -y
o diametro da solucdo numérica diminui, obtendo assim aproximagoes mais precisas da
evolucao temporal das populacoes em relagao a doenca.

Observamos também que através da distribuigao .J, podemos efetuar operagoes arit-
méticas para quaisquer numeros fuzzy, o que nao ocorre em geral para outras distribuicoes
conhecidas na literatura, como por exemplo a distribuicao para nimeros fuzzy completa-
mente correlacionados.
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