
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Solução Numérica para PVI via aritmética fuzzy interativa:

uma aplicação aos modelos epidemiológicos SI
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Resumo. Apresentamos neste trabalho soluções numéricas para PVI fuzzy, com aplicação
em modelos epidemiológicos do tipo SI (Suscet́ıvel-Infectado) com dinâmica vital em que as
condições iniciais são consideradas incertas e modeladas por números fuzzy. Nas equações
diferenciais são consideradas derivadas para processos fuzzy autocorrelacionados. A fim de
manipular as operações, são definidas aritméticas fuzzy interativa, baseada em uma famı́lia
de distribuições de possibilidade conjunta parametrizada Jγ .

Palavras-chave. Interatividade Fuzzy, Distribuição de Possibilidade Conjunta, Problema
de Valor Inicial Fuzzy.

1 Introdução

Os modelos matemáticos epidemiológicos são frequentemente estudados para compre-
ender a dinâmica e a evolução de uma certa doença, e possibilita indicar algum controle
para a mesma. Geralmente, os modelos matemáticos para doenças de transmissão di-
reta são dados por sistemas de equações diferenciais ordinárias ou parciais. No entanto,
os modelos clássicos não levam em conta incertezas provenientes de parâmetros ou de
conhecimentos parciais, possivelmente presentes nos fenômenos biológicos.

Dentre os diversos modelos epidemiológicos conhecidos, abordaremos aquele do tipo
SI (Suscet́ıvel (S)-Infectado (I)) com dinâmica vital, isto é, os indiv́ıduos suscet́ıveis que
contraem a doença não se recuperam. Um exemplo de doença que se comporta desse modo
é a AIDS [5]. Tal modelo matemático é dado pelo sistema abaixo (1){

dS
dt = −βSI + (η − µ)S, S(0) = S0
dI
dt = βSI − µI, I(0) = I0

, (1)
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com condições iniciais S0 e I0 fuzzy, sendo η, µ e β as taxas de natalidade, mortalidade e
de transmissão da doença, respectivamente.

Supondo que as condições iniciais S0 e I0 são incertas e modeladas por números fuzzy,
existem algumas maneiras de se resolver um PVI fuzzy. Em [2] por exemplo, é utili-
zada uma correlação linear entre os números fuzzy em questão. No entanto, esse tipo
de correlação exige que os números fuzzy em questão sejam de mesma forma: triangular,
trapezoidal...Adotamos outro tipo de correlação, que pode ser aplicado para quaisquer
números fuzzy. Aqui consideramos condições iniciais triangulares.

Para isto, utilizamos uma famı́lia de distribuições de possibilidade conjunta parametri-
zada, definida em [6], para levar em consideração a interatividade entre os números fuzzy
envolvidos e determinar uma solução numérica para o sistema (1). Para tanto, o método
de Euler é usado.

2 Preliminares

A seguir apresentamos alguns conceitos básicos da teoria de conjuntos fuzzy e algumas
notações utilizadas.

Definição 2.1. [9] Um subconjunto fuzzy A de U é caracterizado por uma função de
pertinência µA : U → [0, 1] em que µA(x) indica o grau com que x pertence a A.

Todo subconjunto clássico A em U pode ser definido por sua função caracteŕıstica,
isto é, pela função χA : U → {0, 1} que assume o valor 1 se x ∈ A ou o valor 0 se
x /∈ A. Podemos dizer então que um conjunto clássico é em particular um conjunto fuzzy.
Denotamos por F(U) a famı́lia de todos os subconjuntos fuzzy de U . Para facilitar a
notação denotamos as funções de pertinência µA(x) por A(x) para todo x ∈ U .

Os números fuzzy, denotados por RF , são subconjuntos fuzzy dos reais que satisfazem
às seguintes condições [1]:

(a) São normais, isto é, existe x0 ∈ R tal que A(x0) = 1;

(b) O suporte, supp(A) = {x ∈ R : A(x) > 0}, é limitado;

(c) Os α−ńıveis, [A]α = {x ∈ R : A(x) ≥ α}, são intervalos fechados para todo α ∈ [0, 1],
e portanto serão denotados por [A]α = [a−α , a

+
α ].

Exemplos de números fuzzy são os números triangulares e trapezoidais, denotados por
(a; b; c) e (a; b; c; d), respectivamente [1].

Dentre o conjunto dos números fuzzy, destacamos o subconjunto RFC , que é formado
por todos os números fuzzy que possuem as funções a−α e a+α cont́ınuas [3].

Um conjunto fuzzy J , definido em um cartesiano X = X1 ×X2 × ...×Xn, é chamado
de uma relação fuzzy n-ária. A projeção de uma relação fuzzy J ∈ F(X1 ×X2 × ...×Xn)
sobre Xi, com 1 ≤ i ≤ n, é o conjunto fuzzy

∏i
J de Xi dado por

i∏
J

(y) =
∨
{J(x) : x ∈ X com xi = y}, ∀y ∈ Xi,
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onde
∨

representa o sup.
Uma relação fuzzy J ∈ F(Rn) é dita distribuição de possibilidade conjunta dos números

fuzzy A1, ..., An se Ai =
∏i
J ,∀i = 1, ..., n. Ainda, os números fuzzy A1, ..., An ∈ RF são

ditos não interativos se, e somente se, a sua distribuição de possibilidade conjunta é dada
por

J(x1, ..., xn) =
n∧
i=1

Ai(xi),

para todo (x1, ..., xn) ∈ Rn. Caso contrário, dizemos que A1, ..., An ∈ RF são interativos.
O śımbolo

∧
representa o mı́nimo.

Um exemplo de interatividade entre números fuzzy é dado pelo conceito de completa-
mente correlacionado [4]. Dizemos que A1, A2 ∈ RF são completamente correlacionados
em termos da distribuição de possibilidade conjunta J se existem q, r ∈ R com q 6= 0 tal
que

J(x1, x2) = Jq,r(x1, x2) = A1(x1)χ{qx1+r=x2}(x1, x2)

= A2(x2)χ{qx1+r=x2}(x1, x2)
, (2)

para todo x1, x2 ∈ R.
Esta distribuição de possibilidade conjunta é restritiva, uma vez que exclui números

fuzzy que não possam ser correlacionados através de uma reta, como é o caso entre um
número fuzzy triangular e um trapezoidal.

Definição 2.2. (Prinćıpio de Extensão Sup-J [7]) Sejam J ∈ F(Rn) uma distribuição de
possibilidade conjunta de A1, ..., An ∈ RF e f : Rn → R. A extensão sup-J da função f
aplicada em (A1, ..., An) é definida por

fJ(A1, ..., An)(y) =
∨

(x1,...,xn)∈f−1(y)

J(x1, ..., xn),

onde f−1(y) = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : f(x1, ..., xn) = y} é a pré-imagem de y pela função f.

Através da Definição 2.2, é posśıvel obter a soma interativa entre números fuzzy A1 e
A2 dada por

(A1 +J A2)(y) =
∨

x1+x2=y

J(x1, x2), (3)

em que f(x1, x2) = x1 + x2 e J uma distribuição de possibilidade conjunta de A1 e A2.
Definiremos a seguir uma distribuição de possibilidade conjunta conveniente, a fim de

apresentar uma solução para o sistema (1) via método de Euler.
Considerando γ ∈ [0, 1], o parâmetro que estipula o grau de interatividade entre

A1, A2 ∈ RF , constrúımos uma famı́lia de distribuições de possibilidade conjunta Jγ ,
da seguinte forma [8]. Sejam as funções auxiliares gi∧, gi∨ e vi, definidas por,

gi∧(z, α) =
∧

w∈[A3−i]α

|w + z|, ∀z ∈ R, (4)
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gi∨(z, α) =
∨

w∈[A3−i]α

|w + z|, ∀z ∈ R, (5)

e

vi(z, α, γ) = (1− γ)gi∧(z, α) + γgi∨(z, α), ∀z ∈ R, (6)

para cada i ∈ {1, 2} e α, γ ∈ [0, 1].
Considere também,

Riα =

{
{a−iα , a

+
iα
} se α ∈ [0, 1)

[Ai]
1 se α = 1

e

Li(z, α, γ) = [A3−i]
α ∩ [−vi(z, α, γ)− z, vi(z, α, γ)− z].

Para cada par A1, A2 ∈ RF , definimos Jγ por

Jγ(x1, x2) =

{
A1(x1) ∧A2(x2), se (x1, x2) ∈ P (γ)

0 , caso contrário
(7)

com

P (γ) =

2⋃
i=1

⋃
α∈[0,1]

P i(γ, α)

e P i(γ, α) sendo definido para cada i ∈ {1, 2} e γ, α ∈ [0, 1], por

P i(γ, α) = {(x1, x2) : xi ∈ Riα e x3−i ∈ Li(xi, α, γ)}
∀α ∈ [0, 1].

A aritmética interativa baseada na distribuição de possibilidade conjunta dada por (7)
não possui restrições, uma vez que pode ser constrúıda para quaisquer pares de números
fuzzy.

Com objetivo de simplificar os cálculos das funções auxiliares (4), (5), (6) e diminuir
o esforço computacional, introduzimos o conceito de translação para números fuzzy.

Teorema 2.1. [8] Dados A1, A2 ∈ RF e c = (c1, c2) ∈ R2. Sejam Ã1, Ã2 ∈ RFC tais que
Ã1(x) = A1(x+ c1) e Ã2(x) = A2(x+ c2), ∀x ∈ R.

Seja γ ∈ [0, 1] e J̃γ uma distribuição de possibilidade conjunta entre Ã1, Ã2 ∈ RFC . Se
Jcγ é a relação fuzzy definida por

Jcγ(x1, x2) = J̃γ(x1 − c1, x2 − c2), ∀(x1, x2) ∈ R2

então Jcγ é uma distribuição de possibilidade conjunta entre A1 e A2, ainda (A1 +c
γ A2) ∈

RFC , sendo +c
γ o śımbolo que representa a soma via extensão sup− Jcγ.

Pode-se mostrar que [Ã1 +γ Ã2]
α−{c1 + c2} = [A1 +c

γ A2]
α para todo α ∈ [0, 1], sendo

+γ o śımbolo que representa a soma via extensão sup− Jγ .
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3 Solução Numérica

Como é bem conhecido, o método de Euler consiste em determinar soluções numéricas
para equações diferenciais ordinárias como a descrita em (8){

dx
dt = f(t, x)

x(t0) = x0
. (8)

O algoritmo de tal método é descrito por xk+1 = xk + hf(tk, xk), com 0 ≤ k ≤ N − 1,
sendo N o número de partições que o intervalo de tempo considerado é dividido e h o
tamanho dos subintervalos [tk, tk+1] igualmente espaçados.

Utilizaremos este método a fim de obter uma solução numérica para o sistema (1). No
entanto considerando que as condições iniciais são números fuzzy interativos, usaremos
operações aritméticas no método de Euler que são provenientes de uma distribuição Jγ
adequada. Mais ainda, a noção de derivada (que considera operação de diferença no
incremento) que aparece em (1) deve ser compat́ıvel com essa distribuição. Sendo assim,
esse sistema é composto por derivadas interativas [2] e portanto a solução desse sistema é
um processo fuzzy interativo.

As soluções numéricas para o PVI fuzzy (1) são dadas por (9){
Sk+1 = Sk +c

γ h(−βSk ∗cγ Ik +c
γ (η − µ)Sk)

Ik+1 = Ik +c
γ h(βSk ∗cγ Ik −cγ µIk)

, (9)

sendo +c
γ , ∗cγ e −cγ a soma, produto e a diferença via extensão sup− Jγ , respectivamente.

Podemos ver nas Figuras 1, 2, 3 e 4 as soluções numéricas, cujos parâmetros utilizados
foram h = 0.125, β = 0.01, η = 2.10−5, µ = 1.10−5 e como condição inicial os números
fuzzy triangulares S0 = (1; 2; 3) e I0 = (4; 5; 6).

Nos gráficos da dinâmica do modelo podemos comprovar que o parâmetro γ está re-
lacionado com o diâmetro da solução, isto é, para valores de γ próximos de 0 o diâmetro
diminui em relação ao tempo conforme as Figuras 1 e 2, em que γ = 0 e γ = 0.25 res-
pectivamente. Por outro lado, para maiores valores de γ o diâmetro aumenta, como é o
caso das Figuras 3 e 4, nas quais γ = 0.5 e γ = 0.75, respectivamente. Isso ocorre pois,
temos a seguinte equivalência [8] γ1 ≤ γ2 ⇔ Jcγ1 ⊆ Jcγ2 ⇔ A1 +c

γ1 A2 ⊆ A1 +c
γ2 A2 ⇔

diam(A1 +c
γ1 A2) ≤ diam(A1 +c

γ2 A2).
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Figura 1: Solução numérica via extensão sup−J0. As linhas em tons de cinza representam
os α−ńıveis. Os valores de α próximos de 1 são descritos pelas linhas mais escuras.
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Figura 2: Solução numérica via extensão sup − J0.25. As linhas em tons de cinza re-
presentam os α−ńıveis. Os valores de α próximos de 1 são descritos pelas linhas mais
escuras.
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Figura 3: Solução numérica via extensão sup−J0.5. As linhas em tons de cinza representam
os α−ńıveis. Os valores de α próximos de 1 são descritos pelas linhas mais escuras.
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Figura 4: Solução numérica via extensão sup − J0.75. As linhas em tons de cinza re-
presentam os α−ńıveis. Os valores de α próximos de 1 são descritos pelas linhas mais
escuras.

Do ponto de vista da doença, a interatividade entre as populações de suscet́ıveis e
infectados é controlada pelo parâmetro γ, sendo que quanto mais próximo de 0 for este
valor, maior é a interatividade.

O diâmetro de um número fuzzy está atrelado a incerteza que o mesmo modela, isto é,
quanto menor for o valor do diâmetro, menor é a incerteza. Dito isso, percebemos que nas
Figuras 1 e 2 o diâmetro da solução numérica diminui, e portanto nesses casos obtemos
aproximações mais precisas da evolução temporal das populações em relação à doença.
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4 Conclusão

Consideramos um sistema epidemiológico SI, com dinâmica vital e condições iniciais
incertas modeladas por números fuzzy interativos, obtendo um PVI fuzzy com derivadas
interativas. Apresentamos soluções numéricas para este modelo, via método de Euler.

A partir de uma aritmética interativa, baseada no prinćıpio de extensão sup − Jγ ,
controlamos a incerteza presente na dinâmica da doença através do parâmetro γ. As
simulações computacionais corroboraram os resultados teóricos, pois é posśıvel observar
que o diâmetro da solução esta ligado a γ, de modo que para pequenos valores de γ
o diâmetro da solução numérica diminui, obtendo assim aproximações mais precisas da
evolução temporal das populações em relação à doença.

Observamos também que através da distribuição Jγ podemos efetuar operações arit-
méticas para quaisquer números fuzzy, o que não ocorre em geral para outras distribuições
conhecidas na literatura, como por exemplo a distribuição para números fuzzy completa-
mente correlacionados.
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