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Resumo. A resolu¢ao numérica da equacao do transporte de contaminantes com campo
de velocidades determinado pela solugao da equagao nao linear do modelo de fluxo de dgua
subterranea em aquifero freatico é apresentada. Neste trabalho, uma estimativa inicial para
o método iterativo de Picard aplicado a equagao do fluxo é determinado com base nas cargas
hidraulicas dos pocos de monitoramento e, em seguida, o campo de velocidades gerado em
aquifero livre com pogo de bombeamento e recarga é transferido para a equacao de advecgao-
difusdo-reacao que determina uma distribuigao de contaminantes no dominio.

Palavras-chave. Aquifero Livre, Nivel Fredtico, Método de Elementos Finitos, FEniCS

1 Introducao

A compreensao dos fendémenos hidricos que descrevem a migracao de poluentes em
meio poroso saturado requer uma combinacao de solugées numéricas. Ou seja, é preciso
que o modelo matematico que descreve o comportamento hidraulico do aquifero esteja
acoplado as equacgodes do transporte de contaminantes através do campo de velocidades do
fluxo subterraneo. Assim, a solucao do fluxo fornece a distribuicdo de cargas hidraulicas e
um campo de velocidades, apds ser obtido pela Lei de Darcy, é implementado no problema
do transporte para a definicao de suas componentes dispersivas e advectivas.

Neste trabalho, a simulagdo computacional considera que o fluxo subterraneo ocorre
em aquifero livre de dominio retangular e que o nivel fredtico sofre alteragoes devido as
vazoes constantes em pocos penetrantes no seu interior. Desta forma, a solugdao numérica
das equacoes nao lineares de Boussinesq requer a implementacao do esquema de iteragoes
de Picard. O artigo tem como objetivo obter o campo de velocidades de aguas subterraneas
em aquifero livre para implementacao na resolucao adaptativa do problema de transporte
de contaminantes. Assim, o texto foi organizado visando atender os trés passos principais
da modelagem dos recursos hidricos [2]: i.) desenvolvimento e modelo conceitual, ii.)
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desenvolvimento e aplicagao do modelo matemético e iii.) processamento e visualizagao
dos resultados.

2 Desenvolvimento e Modelo Conceitual

O desenvolvimento do cédigo computacional para a aproximacao das equacoes diferen-
ciais parciais que governam o fluxo e transporte em meio poroso considera o método de
elementos finitos, um dominio computacional bidimensional Q = [zg, z1] X [yo, y1], uma
malha de elementos finitos triangulares 7, a distribuicao de cargas hidraulicas h, a con-
dutividade hidraulica K, o tempo 0 < t < T < oo, a matriz de dispersao D, o campo de
velocidades v = (vg,vy) e a fungao que descreve as reagdes no meio A. Cp é uma condigao
inicial, Cp a funcao que define a fronteira de Dirichlet e n- DVC = g a fungéo que define
a fronteira de Neumann.

O desenvolvimento do c6digo computacional de elementos finitos utiliza as ferramentas
disponiveis em FEniCS [7]. A disponibilidade de integragdo com ferramentas computa-
cionais de alto nivel torna possivel a integracao com softwares de georreferenciamento,
manipulacdo e processamento das solucoes para adequada andlise e apresentacdo. A deli-
mitacao do dominio computacional por meio da geragao de malhas estruturadas é dispo-
nibilizada pela funcao RectangleMesh(**kargs), enquanto generate_mesh (*xkargs) é
a funcao para geragdo de malha nao estruturada. No caso da equagao do fluxo com pogo
¢é necessario forcar que o poco seja um vértice da malha. Esta imposicao de que pontos
especificos do dominio computacional sejam vértices de triangulos da malha de elementos
finitos pode ser realizado por meio da fungao MeshPassingVertex (x*xkargs).

def MeshPassingVertex(mesh,coorx,coory):

3 import numpy as np

from dolfin importx*

5 coords=mesh.coordinates(); tree = mesh.bounding_box_tree()
point_cloud = [dolfin . Point(point) for point in mesh.coordinates()]
7 tree . build (point_cloud, 2); p=Point(coorx[0],coory[0])
p-i, distance = tree.compute_closest_point(p)

9 lengthCoor=np.shape(coords)[0]

for i in range(len(coorx)):

11 p=Point(coorx|i],coory[i])

p-i, distance = tree.compute_closest_point(p)

13 coords|p-i][0]=coorx]i ]; coords|p-i][1]=coory][i |;

return mesh

3 Desenvolvimento e Aplicagao do Modelo Matematico

O modelo matemédtico para o fluxo subterraneo em aquifero freatico com recarga W e
fonte/sumidouro f é dado pela equacao de Boussinesq [1].

—V(Kh-Vh)+W = f em Q (1)

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0444 010444-2 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0444

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

A solu¢ao numérica pelo método de elementos finitos requer a formulacao variacional
do problema (1) [3-5,7,9]. O sistema linear resultante requer um método de substituigao
sucessivas, tais como o esquema iterativo de Picard [7].

O cédigo computacional Python® que implementa a formulacio variacional do pro-
blema do fluxo em meio poroso homogéneo, com recarga W e iteradas de Picard com
Fatoragao LU é dado por:

u= TrialFunction(V); v = TestFunction(V)

u_k = interpolate(WellsLocFunc, V) ;f = Expression("W’,\W=W)
a = inner(Kxq(u-k)*nabla_grad(u),nabla_grad(v))*dx
4| L = frvkdx—gkvkds

A = assemble(a);b = None

u = Function(V)

eps = 1.0;tol = 1.0E—b5;iter = O;maxiter = 200

8| while eps > tol and iter < maxiter:

iter +=1

10 solve(a == L, u, bc)

diff = u.vector().array() — u_k.vector().array|()
12 eps = np.linalg.norm(diff, ord=np.Inf)
u_k.assign(u)

N

O critério de parada nas iteradas de Picard é com ¢ = max |u**! — u*| < tol ou um

maximo de itera¢oes permitidas para evitar solucoes divergentes ou convergéncia lenta [7].

3.1 Equacao do transporte de contaminantes

Dado o campo de velocidades v = (vz,vy), a distribuicdo de contaminantes C(x,y,t)
em meio poroso é dada pela equagao de advecgao-dispersao-reagao (2), conforme [1]:

0,C —div(DVC)+ v-VOC+XC = fem Q (2)

Analogamente ao caso da equacao do fluxo, a aproximagao de elementos finitos requer
a formulagdo variacional. Simplificadamente, no passo n, com intervalo de tempo At, a
aproximacao de elementos finitos é dada pelas forma bilinear e linear a(C", w) = L(w).
Uma descricao mais detalhada da formulagao variacional para a equagao do transporte de
contaminantes pode ser encontrado em [4,8,9]. As formas bilinear e linear sao elementos
chave na implementacao utilizando a metodologia do Projeto FEniCS [7]. O cédigo com-
putacional que implementa as formas bilinear e linear é dado por:

Jun

c= TrialFunction(C);w = TestFunction(C)

a = (1.0/dt)*cxwkdx(mesh) + thetaxinner(D#nabla_grad(c),nabla_grad(w))*dx(mesh)-+\

3 thetax(inner(v,nabla_grad(c)))*ws*dx(mesh) + thetaxLambdasc+widx(mesh)—\
thetaxinner(Dxgrad(c),n)*w+ds(1,subdomain_data = boundary_parts)

L = ((1.0/dt)*clxw+(theta—1.0)*inner(D+*nabla_grad(c1), nabla_grad(w)))=*dx(mesh)+\
(theta—1.0)*inner(v,grad(cl))*wkdx(mesh)+ (theta—1.0)xLambdaxclxw*dx(mesh)+ (thetaxf1+(1.0—theta)x*f)

swikdx(mesh)+\
7 (1.0—theta)*inner(Dx*grad(cl),n)+*wx*ds(1,subdomain_data = boundary_parts)
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3.2 Metodologia para o calculo das solugoes numéricas

Em problemas envolvendo fluxo subterraneo livre e o transporte de contaminantes é
necessario que a solugéo do fluxo forneca o campo de velocidades para o transporte de
contaminantes. Para obter solucao da equacao nao linear do fluxo é necessario fornecer
uma funcéo h® para o método de Picard e que serd usada para determinar a distribuicao de
cargas hidraulicas A no dominio com a presenca de pogos e recarga em regime estacionario.
No entanto, h® ndo é conhecida e uma alternativa é usar algum método de interpolacdo que
forneca uma estimativa h8 baseado nas informacoes de pocos de observacao, localizados
nas coordenadas [(z1,y1), (z2,y2), -, (zn,yn)] do dominio computacional.

Suponha que h; = h(z;,y;), i =1,2,--- , N sdo as cargas hidraulicas nos pogos. Dessa
forma, a fungao hg pode ser calculada por meio da solu¢ao da equagao (1) com estimativa
inicial A = f(x,y) dada por:

h’ia para (xa y) - (1"17?]1)72 = 17 27 T 7N
min;—y 2. n h(z,y;), caso contrario

) ={ 3

Em seguida, considere que h® = hg é usada como a estimativa inicial para método de
Picard na equagao que determina a distribuicao de cargas h em um dominio com recarga
e poco. Apds a obtencado da carga hidraulica h, o campo de velocidades é obtido pela Lei
de Darcy e utilizado nos termos dispersivo e advectivo para determinar a distribuicao do
contaminante no meio por meio da solucao da equagao (2).

4 Processamento e Visualizacao dos Resultados

Nesta secao dois problemas sao considerados. O primeiro refere-se a validagao da
discussao apresentada para calculo de hg enquanto que o segundo refere-se ao acoplamento
entre as equagoes do fluxo e do transporte com o cédlculo de hg, h e C, respectivamente.
Os resultados grificos apresentados utilizam a biblioteca Python* Matplotlib [6].

4.1 Problema 01

Considere um dominio retangular 100m x 100m homogéneo, com taxa de recarga de
W = 5.0 x 107%[m/d|, cargas hidrdulicas nas fronteiras de Dirichlet dadas por h; =
h(0,y) = 25[m] e ha = h(100,y) = [10m], pogos de observacao com [h.(10,10), h.(10,70),
he(50,50), he(70,10), he(70,70)], em que he(z,y) = \/h? — ((h? — h2) /(21 — x0))x [1].

Nesse caso, hg e hg sao apresentados na Figura [1]. A sobreposi¢ao da funcao hy em
relacio ao resultado analftico demonstra que a funcdo h = f(z,y) é adequada para a
metodologia apresentada.

4.2 Problema 02

Considere um dominio retangular 482m x 482m, malha nao estruturada n = 120, cargas
hidraulicas idénticas ao exercicio anterior, taxa de recarga W = 0.01[m/d] no retangulo
0 <z <50me0<y< 50m, fronteira de Dirichlet h(0,y) = 90m e h(482,y) = 50m, pogo
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Figura 1: Fungio h) e a funcio hy com sobreposicio da solucdo analitica he,(x,y) =
Vhi—((hf = h3)/ (21 — x0))x

de bombeamento em (291, 291) com Q = 25 m?/d, K = 0.005 m/d, fontes de contaminacio
com concentragao normalizada definidas nos retangulos com 100 < z < 200, 300 < y < 400
e 300 < x < 400, 100 < y < 200, conforme ilustrados na figura 2.
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Figura 2: Fonte de contaminagio e campo de velocidades determinado por hg

O campo de velocidades determinado por hg, apresentado na Figura [2], evidencia o
efeito da recarga no campo de diregoes. A inclusdo do bombeamento provoca uma per-
turbagao na regiao e, consequentemente, o campo de velocidades é modificado conforme
pode ser observado na Figura [3]. Por sua vez, ocasiona uma movimentacao do conta-
minante em diregao ao pogo [3]. Nesse caso, o termo de fonte f injeta contaminante no
dominio, que migra preferencialmente na direcdo do campo de velocidades e é extraido a
taxa constante Q.
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Figura 3: Campo de velocidades com isolinhas gerado devido a a¢ao do pogo e movimentagao da
pluma de contaminagao

5 Conclusao

A adequada manipulagdo das ferramentas de computagao cientifica é essencial para
a simulacdo de problemas envolvendo o acoplamento entre as equagoes do fluxo e do
transporte de contaminantes. Além disso, a possibilidade de integracao com softwares de
georreferenciamento torna possivel a aplicabilidade em problemas da engenharia.

Simplificacoes foram consideradas para a solugdao numérica apresentada com relacao as
fronteiras do dominio computacional, homogeneidade, fluxo estaciondrio, quantidade de
pocos e tipo de fonte de contaminantes. No entanto, a disponibilidade de dados tais como o
dominio computacional proveniente de software de georreferenciamento, parametros fisicos
do aquifero freatico, lista de pocos de monitoramento com respectivas cargas hidrdulicas,
lista de pocos com respectivas vazoes, torna possivel a imediata extensao do cédigo compu-
tacional para a simulacao acoplada das equacoes do fluxo e do transporte de contaminantes.
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6 Informacoes Complementares

A solugao da equagao do fluxo livre em dominio georreferenciado com varios pogos de
bombeamento e apresentado em outro trabalho complementar que também foi submetido
ao XXXVII CNMAC, intitulado por Geoprocessamento de Bacia Hidrografica e a
Solucao Automatizada do Fluxo em Aquifero Freatico.
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