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1 Introducao

O célculo de ordem nao-inteira, mais conhecido como Caélculo Fracionario, tem sua
origem em 1695 com uma troca de correspondéncia entre Leibniz e L’Hospital. Apds 1900
tem se desenvolvido rapidamente, como por exemplo com as novas definicoes de derivada
fracionaria. Uma dessas definicGes para derivada fracionaria é de Caputo e, através dela,
¢é possivel modelar diversos fenomenos, pois pode dar uma melhor descricao do problema
estudado quando comparado com o cédlculo usual.

Recentemente o interesse pelo Calculo Fracionario (CF) tem sido estimulado pela
aplicacao em diferentes campos da ciéncia. Na engenharia ha muitas aplicacaos de CF,
como exemplo, no estudo de controle e sistema dinamico (ver referéncia [8]). A equagao
logistica fraciondria tem sido usada para descrever crescimento de alguns tipos de tu-
mor [10]. Na medicina, alguns modelos de HIV fraciondrios tem resultados mais préximos
do que de ordem inteira [3].

Uma contextualizagao histérica mais ampla pode ser vista em [9].

Anélise de estabilidade de um modelo é importante. Pensando nisso e com o desenvol-
vimento do CF, neste trabalho, trazemos na primeira se¢ao algumas definicoes e resultados
da teoria de estabilidade. Na segunda secao tratamos de pontos de equilibrio e estabilidade
dos modelos de Gompertz e von Bertalanffy. E finalmente a conclusao.
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2 Conceitos Preliminares
Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e resultados do calculo de ordem fra-

cionaria: operador integral, definicao da derivada de Caputo, propriedades e lemas base-
ados nas referéncias [7,9].

Definigao 2.1. Funcgao Gel’fand-Shilov. A func¢do Gel’fand-Shilov é definida, parav & 7Z._,

como [9]
tufl
out) =3 Tw) *'=° (1)
0 set <0

Definigao 2.2. Integral de ordem arbitrdria de Riemann-Liouville. Seja f(t) uma fung¢ao
integravel, utilizamos a generalizacao do conceito de fatorial pela fungcdo gama, para definir
a integral de ordem v € R de f(t), denotada por I” f(t), como

Iﬁw—@wwm—ﬁrw)fmm. 2)

Propriedade 2.1. Lei dos expoentes: V1P f(z) = "B f(x), com 7, B € RY.
Lema 2.1. Seja B € (0,1) se f € C[0,T], entdo I° f(t) |i=o= 0 (ver referéncia [5]).

Definigao 2.3. Derivada Fraciondria de Caputo. Sejam f(t) uma fungdo diferencidvel,
meN ea e C com Re(a) > 0 tais que m — 1 < Re(a) < m. A derivada de ordem o no
sentido de Caputo € definida como sendo a integral fraciondria de uma derivada de ordem
inteira, de forma que a lei dos expoentes faca sentido, isto é

DEf(t) = I D" f(t) = ¢m—a * D™ f(1). (3)

Propriedade 2.2. Como I° ¢ o operador identidade, para o € N recuperamos a derivada
usual.

Observagao 2.1. Ado¢do da Derivada de Caputo. Na formulacdo de Riemann-Liouville
a derivada de uma constante € diferente de zero. E, para evitar os incovenientes da de-
rivada ndo nula de uma constante e de condigoes fisicamente nao interpretdveis, Caputo,
propds uma nova definicao para a derivada de ordem fraciondria, baseada na definicdo de
Riemann-Liouville, com uma inversao na ordem das operacoes de integracdo e derivacao;
isto ¢, a derivada fraciondria € a integral de ordem arbitrdria de uma derivada de or-
dem inteira. Com essa nova definicdo a derivada de uma constante € zero e pode ser
interpretada como taza de variagcdo (ver referéncia [9]).
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3
2.1 Equilibrio e Estabilidade
Seja a € (0, 1] e consideremos o PVI
Dx(t) = f(x(t)), t>0 e xz(0)=x. (4)
Para encontrar os pontos de equilibrio (z.,) de (4) fazemos D“z(t) = 0, e entdo,

f(zeq) = 0. Para avaliar a estabilidade assintética, tomamos z(t) = x¢q + €(t) 0o que
implica

D%(t) = f(xeq + €).
Por Série de Taylor temos:
f(eqg+€) = fweq) + f(2)e + . = flaeg +€) = f'(2eq) €,
em que f(z¢q) = 0. Logo,

D%(t) = f'(zeq)-€(t), t>0 e €(0)=uxz0— xeq. (5)

Se €(t) é crescente, entdao o ponto de equilibrio (z.q) ¢é instavel e se €(t) é decrescente,
entao o ponto de equilibrio (z¢,) é localmente assintoticamente estével.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [1,2,6-8].

3 Analise de Estabilidade de Dois Modelos de Ordem Fra-
cionaria

Agora analisamos a estabilidade para os modelos de von Bertalanffy e Gompertz de
ordem fraciondria.

3.1 Modelo de von Bertalanfty

Sejam « € (0,1] e m,n > 0, o problema de valor inicial de ordem fracionéria do modelo
de von Bertalanffy é dado por:

wln

D%(t) = m(z(t))s — nx(t), t>0 e z(0)=wxo. (6)

Para encontrar os pontos de equilibrio fagamos D“z(t) = 0, e, entdo os pontos de
3
)

equilfbrio sdo zeq = 0, (Z

! 2 _1 / / m 3 1
Temos que f'(z(t)) = 3me s—ne f(0)=p, p— +oo, f (§> =—3n < 0.
Por (5), para z¢q = 0, temos

D(t) = f'(zeq = 0)e(t) = pe(t), t>0 e €(0)=xo, (7)

€(t) é dado por (ver referéncias [4,7]):
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Portanto, o ponto de equilibrio x.;, = 0 é instdvel.

Por (5), para x¢q = (%)3, temos

DOe(t) = ' (eg)e(t) = —éne(t), £50 e €0) =0 — (%)3 ()

e(t) é dado por (com xy > (%)3 ) (ver referéncias [4,7]):

3, . . ,
) é assintoticamente estavel.

Entao, o ponto de equilibrio z.; = (%

3.2 Modelo de Gompertz

Sejam « € (0, 1] e r, K > 0, o problema de valor inicial de ordem fracionaria do modelo
de Gompertz é dado por:

D (t) = rz(t) In <$I((t)) , t>0 e z(0)=xo. (10)

Para encontrar os pontos de equilibrio fagamos D®z(t) = 0, e, entdo, os pontos de
equilibrio sao z¢q = 0, K.

Temos que f/(a(0) = rin (5 ) =7 £10) =pyp = +oc. () = —r <0

Por (5), para z.q = 0, temos que

D%(t) = f'(zeq)e(t) = pe(t), t>0 e €(0)=um, (11)

€(t) como definimos anteriormente na equagao (8).
Portanto, o ponto de equilibrio x.; = 0 é instdvel.
Por (5), para z., = K, temos

D%(t) = f'(weq)e(t) = —re(t), t>0 e €0)=x—K, (12)

€(t) é dado por (com xg > K ) (ver referéncias [4,7]):

o0
tZOl
Z T ZL‘()—K).

e zoz—i—l

Entao o ponto de equilibrio z,, = K ¢é assintoticamente estavel.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0317 010317-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0317

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

4 Conclusoes

Os reultados da analise de estabilidade obtidos nos modelos fracionarios de Gompertz e
von Bertalanffy sao os mesmos obtidos nos modelos classicos. Como continuidade, um dos
proximos trabalhos é analisar a estabilidade de um sistema nao-linear em que os resultados
do modelo de ordem arbitraria é diferente do modelo de ordem inteira, como exemplo o
modelo presa-predador (ver referéncia [2]).
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