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1 Introducao

Considere o problema de programagao nao-linear com tempo continuo com restrigoes
de igualdade e desigualdade

T
Minimizar P(z):/o o(z(t),t)dt

sujeito a  h(z(t),t) =0 q.t.p. em [0,7],
g(z(t),t) >0 q.t.p. em [0,T],

(PTC)

onde h : R" x [0,T] — RP, g : R" x [0,T] — R™, z é fungao vetorial n dimensional com
cada componente limitada, Lebesgue mensuravel em [0, T, T finito, z(¢) é um vetor coluna
em R” para cada t € [0,7] e usaremos ' para denotar vetores e matrizes transpostas.
A norma em L°[0,7] é dada por

0o __ 0o __
lelln” = max [z = max esstes[%%]\%(t)\-

A norma em L. [0,T] é dada por

T
1 _ 1_
Il = e ol = max [ (o) .
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Problemas de otimizacao com tempo continuo foram inicialmente propostos por Bell-
man [1] em suas investigagoes, em programacao linear com tempo continuo, de alguns
modelos dindmicos de producgao e inventario chamados “Problema de Gargalo”. Uma das
aplicacoes apresentadas nos trabalhos de Bellman é o de determinar a politica de alocacao
que maximiza a quantidade de aco no estoque de uma industria, ao final de um certo
periodo.

Na literatura, os problemas com tempo continuo sao formulados apenas com restricoes
de desigualdade, na maioria dos casos. Mas ha excegoes, como por exemplo, Zalmai
[6], onde condigoes suficientes sao obtidas para problemas com restrigdes de igualdade e
desigualdade, sob hipdteses de pseudoconvexidade estrita sobre as restricoes.

Em Reiland [4], um problema com tempo continuo com restricoes de desigualdade
é apresentado e condigoes necessarias tipo Karush-Kuhn-Tucker sao obtidas mediante a
utilizagdo de um Teorema de Farkas Generalizado [2] e de uma qualificacao de restrigoes
geométrica.

Neste trabalho, propomos o uso de uma qualificagao de restricao tipo Independéncia
Linear e de um Teorema da Fungao Implicita Uniforme [3], para obtencao de condigoes
necessarias de primeira e segunda ordens para o problema (PTC).

2 Preliminares
Denotaremos o conjunto factivel por
Q={ze€ LyX0,T] | h(z(t),t) =0e g(2(t),t) >0 q.t.p. em [0,T]}.

Definicao 2.1. Dizemos que z € ) € uma solugdo otima local para o prgblema (PTC) se
existe € > 0 tal que P(Z) > P(z) para todo z que satisfaca z(t) € Z(t)+€B q.t.p. em [0,T],
onde B denota a bola unitdria fechada.

Seja z uma solucao étima local para (PTC) e consideremos vélidas as seguintes hipdteses:

(H1) ¢(-,t) é uma fungao escalar continuamente diferenciavel ao longo de [0,7], ¢(z,-) é
mensuravel para cada z e existe Ky > 0 tal que

IVé(z(t),1)]| < Ky qt.p. em [0,7],

(H2) h(z,-) e g(z,-) sdo mensuraveis para cada z, h(-,t) e g(-,t) s@o duas vezes continua-
mente diferencidveis em z(t) + ¢B q.t.p. em [0, T].

(H3) Existe uma funcao crescente  : (0,00) — (0,00), #(s) | 0 quando s | 0, tal que para
todo 2,z € 2(t) + €B e q.t.p. em [0,T],

IV[R, g](2,1) — V[h, g](z, )]| < 0(]|2 — =[]).
Existe Ky > 0 tal que para q.t.p. em [0, 7],

IV[h, g](2,8)]] < Ko.
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(H4) Existe K > 0 tal que, para q.t.p. em [0, 77,
det{T(t)Y (¢)} > K,
onde

0
T(t) = ( Vg(z(t),t) diag{—2+/gi(Z(1), 1) }icq1,...m} )

As hipéteses (H2)-(H4) sao fundamentais na utilizagdo do Teorema da Fungao Implicita
Uniforme [3]. A hipétese (H4) é uma versao uniforme da qualificagdo de restri¢oes inde-
pendéncia linear da otimizacao nao-linear em dimensao finita.

3 Problema Irrestrito e com Restrigcoes de Igualdade
Considere o problema (PTC), com h e g identicamente nulas, isto é,

T
Minimizar P(z) = /0 o(z(t), t)dt (SR)

sujeitoa  z € ),

onde 2 = L£°[0,T]. Como o problema é irrestrito, apenas utilizaremos a hip6tese (H1).

Teorema 3.1 ([4], Teorema 2). Se

P(z;7) /Vqﬁ )y(t) dt >0

onde z,v € L$°[0,T], entdo existe um escalar positivo o tal que
P(z+71y) > P(2), para 0 <1 < 0.
Proposicao 3.1. Se z € uma solugdo étima local para (SR) entao
Vo(z(t),t) =0 q.t.p. em [0,T].

Se ¢ for duas vezes continuamente diferencidvel ao longo de [0,T], entdo
T
| OF 0. 00 de <0 vy € L0, T)
0

Demonstragdo. Faz-se uso do Teorema 3.1 e de ferramentas de Anélise Funcional. O

Agora, considere o problema (PTC), com g identicamente nula, ou seja,
Minimizar / o(z (RI)
sujeito a h(z( =0 q.t.p. em [0 T],

onde Q = {z € LX°[0,T] | h(z(t),t) =0 q.t.p. em [0,7]}. Note que, como g =0 em (RI),
as hip6teses (H2)-(H4) incidem apenas sobre h e temos que Y (t) = Vh(z(t),1).
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Teorema 3.2. Seja z minimizador local de (RI) e suponha que as hipdteses (H1)-(HY)
sdo satisfeitas. Entdo, existe um tnico u € L°[0,T] tal que

Vo(z(t),t) + VI (2(t), t)u(t) =0 q.t.p. em [0,T].
Além disso, existe M > 0 tal que
[u(t)]] < MoKy gtp. em [0,T]. (1)

Se ¢(-,t) e h(-,t) forem duas vezes contivamente diferencidveis ao longo de [0,T], entao

T
| A @7200.0 + T 0. 0u0h 0 d <0 ¥y e N, )
onde N ¢ dado por
N ={ye L[0,T] | Vh(Z(t),t)y(t) =0 q.t.p. em [0,T]}.

Demonstragdo. Sejam € > 0 dado pelas hipbteses e Z minimizador local para o problema
(RI) em z(t) + €B q.t.p. em [0,T]. A demonstracio serd feita em varios passos.

PASSO 1: Vamos definir uma aplicacao que satisfaga as condi¢oes do Teorema da Fungao
Implicita Uniforme [3]. Escolha Sy C [0,7] o maior subconjunto tal que cada uma das
condigoes em (H1)—(H4) nao se verificam, para todo t € Sp. Por hipétese, Sp tem medida
nula. Segue de ( [5], p. 309) que existe um conjunto de Borel S, que é a intersecgao de
uma cole¢do enumeravel de conjuntos abertos, tal que Sy C S e S\ Sp tem medida nula.
Assim, S é um conjunto de Borel de medida nula. Seja A = [0,77] \ S um conjunto de
Borel de medida total.

Defina p: R™ x RP x [0,7] — RP dada por

p(&m,t) = h(z(t) + &+ Y'()n. 1).

Note que, para q.t.p. em [0,7] e (£,n) = (0,0), p(0,0,t) = h(z(t),t) = 0 e considerando
a= min{%, ﬁ},

12(t) + &+ X' () — 2(0)[] = (1€ + X' (Onl] < Il + [T O] Inl] <,
sempre que (£,1) € (0,0)+aB. Isso implica que p é diferencidvel em (0,0) +aB, Vt € A.
Usando (H1)-(H4), temos que p satisfaz as hipdteses do Teorema da Funcgao Implicita
Uniforme. Em particular, note que

Vo(0,0,t) = Vh(z(t), )Y (t) = T(¢)Y'(¢).

Assim, pela hipétese (H4), V,u(0,0,t) é nao singular para cada t € A e junto com a
hip6tese (H3) resulta que existe M > 0 tal que

I[T@)Y ()] < M q.t.p. em [0,T]. (3)
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Entao, o Teorema da Funcao Implicita Uniforme nos garante que existem o € (0,¢€),
d € (0,€) e uma aplicagao implicita

d:ocBxA— 0B

tal que d(&,-) é uma fungdo mensurdvel para fixo &, as funcoes {d(-,t) | t € A} sdo
continuas Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(-,¢) é continuamente diferencidvel
para cada t € A,

d(0,t) =0 q.t.p. em [0,7T], (4)
(€, dE,t),t) =0 q.t.p. em [0,T], £ € 0B (5)
Vd(0,t) = —[Y ()Y ()] 'Vh(2(t),1). (6)

Escolha o1 > 0 e 61 > 0 tais que

o1 € (0, min{o, %}), 51 € (0, min{s, %}), o1 + Kb € (0, %), (7)

onde Ky é dado em (H3). Nos passos seguintes e sem perda de generalidade, considerare-
mos a fun¢do implicita d definida em o1 B x [0,7] tomando valores em 01 B.

Passo 2: Pode-se mostrar que, se Z é um minimizador local para (RI), entdo z é
minimizador local para o problema auxiliar dado por

. T
Maximizar P(Z)Z/O p(2(t),t) dt (AUX)

sujeito a z €,

onde Q = L2°[0,T] e w(z(t),t) = ¢(2(t) + Y'(¢)d(2(t) — Z(¢), 1), t).

Passo 3: Vamos aplicar a Proposicao 3.1 para o problema (AUX). Sendo Z minimi-
zador local para (RI), entdo z é um minimizador local para (AUX) pelo Passo 2. Entao,
pela Proposigao 3.1 temos que, para quase todo t € [0, 7],

Vo(z(t),t) =0 < Vo(2(t),t) + VA (2(t), t)u(t) = 0

onde
u(t) = —[YOY' )] T () Vo(2(t),t) q.t.p. em [0,T).

Note que u € L;°[0,T7] é tinico e
[lu(t)|] < MKoKy q.t.p. em [0,T]

segue das hipdteses (H1), (H3) e de (3). Por fim, se ¢(-,t) e h(-,t) forem duas vezes
contiuamente diferencidveis ao longo de [0,7], entao as fungoes p e d sdo também duas
vezes continuamente diferencidveis ao longo de [0, 7] e, usando (5), temos para q.t.p. em
[0,T] e £ € 0B, que

V2d(0,t) = —[T()T' (1)) V2h(2(t), ){ L, = T O OT' (O] 1)} (8)

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0340 010340-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0340

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Agora, pela Proposicao 3.1, temos que

/ V(1) 9(8) dt < 0 ¥ 5 € L0, T,
0

Em particular, vale para v € N. Derivando ¢ duas vezes, usando (8), o fato de que
v € N, fazendo o produto a esquerda por 7/(t) e a direita por y(t) para q.t.p. em [0,7] e
integrando de 0 a T', obtemos (2). O

4 Problema com Restricoes de Igualdade e Desigualdade

Defina, para cada t € [0, 7], o conjunto de indices de restrigdes de desigualdade ativas
em z por
I(t) = {j € {L,...,m} | g;(2(t), 1) = O}.
Teorema 4.1. Seja z minimizador local para o problema (PTC). Suponha que as hipdteses
(H1)-(H}) sdo satisfeitas e que g(Z(-), ) € limitada em [0, T]. Entdo, existem u € Ly°[0,T]
ev € LP[0,T], vi(t) >0 ¢q.t.p. em [0,T], i€ {1,...,m}, tais que

Vo(z(t),t) + VR (2(t), )u(t) + Vg (2(t),t)v(t) = 0 ¢.t.p. em [0,T], (9)

vj(t)g;(2(t),t) =0 ¢.t.p. em [0,T], j € {1,...,m}. (10)
Além disso, existe M > 0 tal que
[(u(t),v()]] < MEoKy g¢.t.p. em [0, T, (11)

T
/O FOIV2D(2(8), £) + V2 (2(8), )ut) + V24 (1), o) y(t) dE <0 ¥ v € N, (12)

onde N € dado por
N = {y € LZ[0,T] | VA((), )1(t) = 0, Vgi(2(t),D7(t) = 0 q.tp. em[0,T], j € L (D)}

Demonstragao. Considera-se uma func¢ao mensuravel w : [0, 7] — R™, Z minimizador local
para (PTC) e um problema auxiliar (AUX1) apenas com restrigdes de igualdade obtido
de (PTC) por meio do uso de folgas complementares, e procede-se em varios passos.
Passo 1: Mostra-se que (Z,w) é um minimizador local para (AUX1), onde

w;(t) =+/g;(2(t),t) q.t.p. em [0,7T], j€{1,...,m}.

Passo 2: Verifica-se que o problema auxiliar (AUX1) satisfaz as condigdes (H1)-(H4) para
que o Teorema 3.2 seja aplicavel.

Passo 3: Aplica-se o Teorema 3.2, obtendo os resultados desejados.

Passo 4: Usando a condigao necessédria de segunda ordem (2) do Teorema 3.2, verifica-
se a nao-negatividade dos multiplicadores das restricoes de desigualdade e a condigao
necessaria de segunda ordem para o problema (PTC). O
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5 Conclusoes

Condicgoes necesséarias de primeira e segunda ordens foram inicialmente obtidas para
um problema de otimiza¢ao nao-linear com tempo continuo irrestrito (SR). Com este
resultado, a utilizagdo de um Teorema da Fungao Implicita Uniforme [3] e uma qualificagdo
de restricoes tipo independéncia linear, condi¢oes necessarias de primeira e segunda ordens
foram desenvolvidas para o problema com restrigdes de igualdade (RI).

Considerando o problema com restrigoes de igualdade e desigualdade (PTC) e utili-
zando folgas complementares nas restricoes de desigualdade, o problema foi reformulado
para o caso com restrigoes de igualdade (RI) e condigbes necessdrias de primeira e se-
gunda ordens foram obtidas. Nesse processo, novas ferramentas foram desenvolvidas para
se atingir tais objetivos e ideias da programacao nao-linear em dimensao finita foram
generalizadas para o caso tempo continuo.
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