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Resumo. Neste trabalho sera realizado um estudo de estabilidade da solugao totalmente
discretizada do problema de condugao de calor em regime transiente analisando a influéncia
do parametro de estabilizagdo e do At. O problema de conducéo de calor é caracterizado por
equacoes parabdlicas e a varidvel espacial serd discretizada usando um método de elemen-
tos finitos hibrido estabilizado combinado com aproximagoes de diferencgas finitas, método
de Euler implicito, para varidvel temporal. O método hibrido estabilizado de elementos
finitos consiste no acoplamento de problemas locais, onde a solucao da varidvel primal é
obtida, com um problema global para os multiplicadores de Lagrange, identificado como
trago da temperatura, e tem a continuidade imposta de forma fraca. A metodologia de im-
plementacao utilizada para a resolucao do problema é a denominada Condensacdo Estdtica
que tem como vantagem o fato de ser mais eficiente do ponto de vista computacional. Os
resultados numéricos mostrados comprovam taxas étimas de convergéncia na norma L?(£2)
e nao apresentam oscilagoes espurias para tempos muito pequenos.

Palavras-chave. Elementos Finitos, Métodos Hibridos, Andlise de Estabilidade, Equacao
do Calor

1 Introducao

Problemas de conducao de calor em regime transiente sao comumente representados por
equagoes diferenciais classificadas como parabdlicas. As abordagens mais conhecidas sao
baseadas em formulacoes semidiscretas de elementos finitos para a aproximacao espacial
combinadas com esquemas de diferencas finitas para a aproximacao temporal. O método
de Galerkin classico, que é usualmente definido de maneira que a aproximagao espacial
seja continua entre os elementos da discretizacao, é bastante empregado para resolver nu-
mericamente essa classe de problemas. Contudo, quando este é o escolhido e o passo do
tempo é reduzido com um tamanho de malha fixo, oscilagoes espaciais espirias aparecem a
medida que o tempo aumenta, poluindo a solu¢ao nos tempos iniciais [5]. Com o intuito de
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evitar as solugoes oscilagoes espurias uma formulacao hibrida estabilizada para a varidvel
espacial combinada com um esquema de Euler implicito para a varidvel temporal foi pro-
posta em [4] e uma andlise numérica foi realizada em [2]. Essa formulac¢ao tem como base
as mesmas ideias encontradas em Arruda et al. [1], para o problema eliptico. Tal método
consiste no acoplamento de problemas locais, onde a solucdo da varidvel primal é dada
pelo método Galerkin Descontinuo (GD) [6], com um problema global para os multiplica-
dores de Lagrange, sendo a continuidade entre os elementos imposta de forma fraca. Boas
caracteristicas do método GD como estabilidade, robustez e flexibilidade estao presentes
nas formulagoes hibridas estabilizadas, porém, esses métodos apresentam complexidade e
custo computacional reduzidos quando comparados aos métodos GD. Além disso, esta for-
mulagao evita as oscilacoes espurias que surgem nos tempos iniciais de simulacao quando
combinada com esquemas de Euler implicito. A metodologia de implementacao adotada
consiste em eliminar as varidveis de interesse, resultando em um sistema global relacio-
nado apenas com o multiplicador de Lagrange diminuindo, assim, o nimero de graus de
liberdade. Em seguida ao encontrar a solugao aproximada do multiplicador, a varidvel de
interesse é calculada elemento por elemento. Essa abordagem é denominada Condensacao
Estdtica e tem como vantagem o fato de ser mais eficiente do ponto de vista computacio-
nal, j& que reduz o nimero de graus de liberdade do problema global e, consequentemente,
apresenta uma reducao no custo computacional [3].

2 Preliminares

Nesta secao serao apresentados o problema modelo, algumas definicoes e notacoes
necessarias para a construcao das formulacoes hibridas do problema parabdlico. Seja
Q) C R? um dominio aberto, dQ seu contorno, f € L?(2) um termo fonte e o tempo
t € [0,T]. Considerando condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas, problemas de
difusao de calor em regime transiente podem ser modelados pelo seguinte problema modelo
parabolico linear: Determinar a temperatura u = u(x,t), tal que

ZZL —div(Vu) = f em x[0,7] (1)
u(x,t) = 0  sobre 9Q x[0,T] (2)
u(x,0) = wug em . (3)

Seja o espaco das fungdes mensurdveis quadrado integraveis, L2()) = {v : / v2dQ < oo b,

com sua norma usual definida pelo produto interno e representada por || -||. A partigao de
elementos finitos é dada por 7, = {K} := { uniao de todos os elementos K}. Além disso,
&y € o conjunto de todas as arestas e dos elementos IC, 5,? ¢ o conjunto das arestas interiores
e £0 = £,N 00 é o conjunto de arestas da fronteira de Q. Sejam [] e {-} os operadores de
salto e média, definidos em [6]. Dados os elementos K1, Ko € Tj, que compartilham o lado
e, definimos nj,ny como os vetores normais unitarios na aresta e dos elementos K1, Ko,
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3
respectivamente. Assim, para uma funcao escalar ¢:
[p] = omi4+¢my em ec& e [pl=¢n em eec&f (4)
1
(¢} = 51+p) em ce& o {p}=p em cc&l. 5)

Denotaremos o espaco quebrado, [6], de dimensao finita (na varidvel espacial) para a
temperatura, da seguinte maneira:

ViF = {uy, € L2(Q) : vl € Sp(K) VK € Tp}, (6)

com Si(K) = Qr(K) (elementos quadrilaterais). Para o multiplicador de Lagrange, consi-
derando fungoes de interpolacao descontinuas, o espago sera

M}, = {un € L*(En) : e = pile), Ve € &, ple =0, Ve € 7} (7)

onde pi(e) é o espaco de fungoes polinomiais de grau igual ou maior do que [ em cada
aresta e.

3 Formulacao Hibrida Estabilizada para o Problema Pa-
rabdlico

Com base nas ideias encontradas em [1], para o problema eliptico, uma formulagao
hibrida estabilizada para a variavel espacial combinada com um esquema de Euler implicito
para a variavel temporal foi proposta em [4] para o problema parabdlico. Essa formulagao
evita as oscilagoes espurias que surgem nos tempos iniciais de simulacao quando, por exem-
plo, é usado o método de Galerkin usual para discretizagao espacial. Aqui, o multiplicador
de Lagrange ¢ identificado como o traco da varidvel primal u: A\ = ul. em cada aresta
e € &,. A condicao de fronteira u = 0 em 0f2 é fracamente imposta usando a mesma abor-
dagem de Nitsche usualmente adotada em métodos GD. Um termo residual é adicionado
tornando a formulagdo simétrica e adjunta consistente. Também é adicionado um termo
para estabilizacao da variavel u e do multiplicador de Lagrange A.

Considerando que vy, € th ¢é definido independentemente em cada elemento I € Ty,
a formulacao totalmente discreta pode ser escrita em funcao do conjunto dos problemas
locais definidos em cada elemento K acoplado ao problema global definido em &, como a
seguir. Para todon =1,..., N com At =T/N:

n+1

Problemas Locais: Encontrar v € V}*(K) = V¥| , tal que V’Uh‘,c € VFK),

e

T a—r

AhN’L%m+Awﬁﬁvmm

— VUZ+1 - ng v, ds — Vo, - ng (uZJrl — )\ZH) ds
oK oK

+ %(uzﬂ — )\Z"'l)vh ds = / oy, de. (8)
oK K
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Problema Global: Encontrar )\Z'H € M}L, tal que Yy, € M}ZL,

2, [ K VUi o ds = /81C % (up ™ = A0 ™) o ds| =0, (9)
KET

Essa técnica de separagao dos problemas é denominada de Condensa¢dao Estdtica.

4 Solver Hibrido

Dado que uZH denota a varidvel de interesse, )\ZH o multiplicador de Lagrange no
passo de tempo n + 1 nos sistemas (8)-(9) e, escolhendo o parametro de estabilizagdo
(Bp) adequadamente, podemos sempre eliminar os graus de liberdade da varidvel primal
uZH no nivel do elemento em favor dos graus de liberdade que leva a um sistema global
somente com o multiplicador )\ZH em cada passo. Note que pode-se adotar qualquer
ordem () de fungoes de interpolagao continuas ou descontinuas para o multiplicador )\ZH
independentemente da ordem k adotada para a varidvel primal UZH. Aqui serdo apenas

consideradas interpolagoes descontinuas para o multiplicador de Lagrange.

4.1 Metodologia de Implementagao

Para apresentar a metodologia da implementacao reescreveremos o problema local (8)
pelas formas bilineares, ax(-,-) e bi(+,-), e pelo funcional linear, fi(-), definidas como

1
ax (uzﬂ,vh) = / UZH vy, do —i—/ VuZH - Vo, do — VuZH - ng vy ds
At Jx K oK
— Vv, - ng uZ'H ds + Bo uZH vy, ds, (10)
oK ok h
be (Ap ) = [ V- e APt ds — % At vy, ds, (11)
oK oK
1
fic (up,vp) = At/lcuz vy, dxr + /’Cf"'th dx. (12)

Entao, o problema local torna-se

ax (uﬁ“, Uh) + by ()\Z+1, Uh) = fic (up,vp). (13)

Reescreveremos também o problema global (9) pelas formas bilineares cic(, ) e bL(-,):

b (upt puy) = Vuptt - ong g, ds — / %u;;“uh ds, (14)
oK oK
CIC ()\Z+1, :uh) = / %)\ZJFIILLh ds. (15)
oK
Logo, o problema global é dado por
S [bF (uan) + e (N )] =00 (16)
KeTn
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)
Assim, podemos escrever as equagoes (13) e (16) na forma matricial, chegando em
A UM L B A" =Fx VK eT,, (17)
> BLU™ 4 Y Ce A =0 (18)
KeTh KeTh
Dado que A é inversivel, de (17), temos
U = A (Fe — B A" (19)

Substituindo (19) em (18), obtemos o sistema global em func¢ao apenas do multiplicador:

> (Ck—BE A Br) A™ =Y —BfA. Fx. (20)
KeTh KeTn

5 Resultados Numéricos

Os experimentos numéricos foram realizados em malhas quadrilaterais uni-
formes definidas num dominio bidimensional Q@ = [0,1] x [0,1]. Também foi conside-
rada a condicao de contorno de Dirichlet homogeénea, condig¢ao inicial, ug = 0, um
termo fonte, f(z,y) = sen(mz) sen(ny), e a solugdo exata para o problema em questao é

u(zx,y,t) = 5.2~ ﬁe_%% sen(mx) cos(my). Associaremos a elementos quadrilaterais
o espaco de fungoes polinomiais de grau k, Qr(K), e o espago de fungoes polinomiais de
grau [, p;(e), em cada aresta e.

Assim, foi aqui realizado um estudo de influéncia de fy e At em termos de precisio
do erro e convergéncia-h na norma L? (), usando o mesmo grau de interpolacdo para o
multiplicador \j, e para a temperatura u, na norma e considerando os elementos do tipo
Q1 — p1, linear, Q2 — p2, quadratico e @3 — p3, cubico.

Os resultados estao apresentados nas Figuras 1-3. Nota-se que, em todos os casos,
tanto para wu, quanto para A, sdo atingidas as taxas de convergéncia esperadas com o
decrésciomo de At, sendo suficientes os valores de At = 1076 para o caso Q1 — p1 e At =
1078 para os casos Q2 — pa € Q3 — p3. Isso mostra-se mais evidente para o multiplicador,
através das Figuras 1 (a)-(b), 2 (a)-(b) e 3 (a)-(b) do que para uy, (Figuras 1 (c)-(d), 2
(c)-(d) e 3 (c)-(d)). As taxas esperadas sao alcancadas para uma larga faixa de valores do
parametro estabilizador 3. Considerando esses At’s étimos, a precisao nao se altera para
up, em relacdo a By em nenhum dos casos de interpolacao (Figuras 1 (c)-(d), 2 (¢)-(d) e 3
(c)-(d)). Para o multiplicador, o caso Q2 — p2 mostra-se muito pouco sensivel a 3y, mesmo
quando este é muito pequeno (Figura 2 (b)). As interpolagoes Q1 — p1 e Q3 — p3 (Figuras
1 (b) e 3 (b), embora mais sensiveis quando Sy é muito pequeno, boa precisao é obtida
para valores de 8y > 5 no caso Q1 — p1 e de By > 16 no caso @3 — p3, com valores 6timos
de By =7 e By > 24, respectivamente, como pode ser visto nas Figuras 1 (b) e 3 (b).
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Figura 1: Influéncia de 5y e At sobre Aj, (a)-(b) e uy, (c)-(d), para Q1 — p1.
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Figura 2: Influéncia de 3y e At sobre A\, (a)-(b) e uy (c)-(d), para Q2 — po.

T T
8E —— =8 3 _5 E 793 —x—;’i:BE
—— B=16 ] o f=16 3
—— =247 3 95E —— =243
—— =321 3 —— =32 ]
B=40 3 E 3 = -l0g —— =407
E E E = E E
E E E| I -105F 3
] = 05 ] = ]
SALSE L e e 0] 2B M TR
0 02 04 06 0 02 04 06 0 02 04 06 0 02 04 06
—log(h) —log(h) —log(h) —log(h)
(a) At =10"" (b) At =10""% (c) At =107 (d) At =108

Figura 3: Influéncia de 5y e At sobre Aj, (a)-(b) e uy, (c)-(d), para Q3 — ps.
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6 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um método para obter a solu¢ao numérica do problema
de conducéo de calor a partir da discretizacao da varidvel espacial por uma formulagao
hibrida estabilizada combinada com o método de Euler Implicito para a aproximacao da
variavel temporal. A metodologia de implementacao computacional é baseada na técnica
de condensacao estatica que tem como vantagem a diminuicdo no custo computacional,
ja que proporciona uma reducao no numero de graus de liberdade. Resultados numéricos
apresentam taxas 6timas de convergéncia de O(h**1) para uy, O(h*+9?) para \; e O(At)
no tempo, comprovando a andlise numérica desenvolvida em [2] e evidenciando o papel
do termo estabilizador (5p) na obtencao de solugoes livres de oscilagoes espurias, pois nos
testes realizados foram considerados At extremamente pequenos.
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