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Resumo. Neste trabalho, faremos uso de cadeia de reticulados ideais complexos encaixados
provenientes de famı́lias de corpos ciclotômicos Q(ζ3s) que são extensões finitas de Q(ζ3) de
grau N = 3s−2. A partir deste reticulados, obtemos novas classes de códigos reticulados
encaixadas que correspondam a cadeia de códigos ternários encaixados no anel de polinômios
finito F3[x]/(xN − 1) por meio da técnica conhecida por Construção A.
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1 Introdução

Códigos reticulados [1] são constrúıdos por meio da Construção A, isto é, a técnica que
possibilita a construção de reticulados através do mergulho de um código linear definido
sobre um corpo finito Fp em RN ou em CN .

Dado um espaço vetorial FN3 de dimensão N definido sobre o corpo finito F3, podemos
obter uma cadeia de códigos ternários encaixados

CN/CN−1/ · · · /C2/C1,

onde cada código Cr é um subespaço vetorial em FN3 de dimensão r com parâmetros (N, r),
onde r = N − k satisfazendo 1 ≤ r ≤ N .

A partir desta cadeia de códigos encaixados, Forney [2] propôs uma maneira prática de
codificar reticulados complexos encaixados em CN por meio da Construção A, onde cada
código reticulado associado a Cr em CN , é obtido via as classes de reśıduos de Z[ζ3] módulo
(1− ζ3)kZ[ζ3] em cada uma das N coordenadas. Do ponto de vista da teoria de anéis de
polinômios finitos, estes códigos ternários encaixados são dados por ideais encaixados em
F3[x]/(xN − 1).

Códigos reticulados de Eisenstein formam uma classe de reticulados complexos, do
ponto vista geométrico, as regiões fundamentais destes reticulados apresentam formato
cúbico no espaço complexo de dimensão N . O que é equivalente a considerar o reticulado
AN2 que é isomorfo a uma versão escalonada do reticulado Z[ζ3]

N .
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Reticulados ideais foram propostos por [3] como uma nova ferramenta algébrica para
se construir versões escalonadas do reticulado Z[ζ3]

N , a partir de corpos de números com-
plexos que sejam extensões finitas dos corpos complexos Q(i) ou Q(ζ3).

Consideramos extensões de corpos do tipo Q(ζ3s)/Q(ζ3) de grau N = 3s−2. Tomamos
cadeias de ideais no anel de inteiros Z[ζ3s ] de Q(ζ3s) do tipo Z[ζ3s ]/γZ[ζ3s ]/ · · · /γN−1Z[ζ3s ],
onde γ = 1− ζ3s .

Cada ideal γkZ[ζ3s ] pode ser gerado pela Z[ζ3]-base dada por {γkω0, . . . , γ
kωN−1},

onde {ω0, . . . , ωN−1} denota a Z[ζ3]-base do anel de inteiros Z[ζ3s ] visto com um Z[ζ3]-
módulo. Mergulhamos, esta cadeia encaixada de ideais em CN , obtendo uma cadeia de
reticulados ideais encaixados, onde cada reticulado Λk tem como matriz Gram dada por
Gk = TrL/Q(ζ3)(γ

kωiγkωj) para cada k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Mostramos cada reticulado

ideal é isomorfo uma versão escalonada do reticulado γkZ[ζ3]
N . O que possibilita a cons-

trução de classes de códigos reticulados encaixados via corpos de números Q(ζ3s).

2 Formulação Matemática de Problema

Consideramos uma cadeia de corpos ciclotômicos dada por Ls/ ⊂ . . . /L2/L1/Q, satis-
fazendo a condição de que L2 = Q(ζ3) e Ls = Q(ζ3s) para todo s ≥ 2, onde ζ3s denota a
ráız 3s-ésima da unidade.

Associado a cada extensão finita de corpos Ls/Ls−1, temos como consequência que do
fato de que ζ33s = ζ3s−1 e Ls = Ls−1(ζ3s), que o polinômio minimal pj(x) de ζ3j sobre Lj−1
é dado por p(x) = x3− ζ3

3j
= (x− ζ3j )(x− ζ3jζ3)(x− ζ3jζ23 ) e {1, ζ3j , ζ23j} é uma base de Lj

sobre Lj−1, para j = 2, 3, · · · , s. O grupo de Galois é dado por Gal(Lj : Lj−1) =< σj >=
{id, σj , σ2j , }, onde σ3j = id, id é a identidade e σj é determinado por σj(ζ3j ) = ζ3ζ3j .

Assim, [Lj : Q(ζ3)] = 3j−2, Ls = Q(ζ3)(ζ3s) e {1, ζ3s , ζ23s , · · · , ζ
3s−2−1
3s } é uma base de

Ls sobre Q(ζ3). O polinômio minimal µ(x) de ζ3s sobre Q(ζ3) têm grau 3s−2 e é dado
por µ(x) = xN − ζ3 =

∏N−1
k=0 µk, onde µk = x − ζk3s e N = 3s−2. As ráızes complexas

de µζ3s (x) define 3s−2 distintos Q(ζ3)-homomorphisms, isto é, σ0(ζ3s) = ζ3s , σ1(ζ3s) =

ζ23s , · · · , σ3s−2−1(ζ3s) = ζ3
s−2

3s . Os 3s−2 distintos Q(ζ3)-homomorphisms de corpos σj podem

serem reescritos na forma σj(ζ3s) = ζ3sζ
j
3s , para todo j = 0, 1, · · · , 3s−2 − 1.

Seja L uma extensão de corpos de grau N = 3s−2 sobre Q(ζ3). A partir do corpo de
números L, podemos obter um reticulado complexo dado por Λ = {x = λM : λ ∈ Z[ζ3]

N},
onde M ∈MN (C) é a matriz geradora do reticulado.

Proposição 2.1. [3] Seja = o ideal dado pelo anel de inteiros OL. Um reticulado ideal
complexo Λ definido sobre Z[ζ3], tem matriz geradora G = TL/Q(ζ3)(ωiωj), onde ωi e ωj
pertence a Z[ζ3]-base {ω0, . . . , ωN−1} do anel de inteiros Z[ζ3s ] visto com um Z[ζ3]-módulo.
A notação a = a1 + a2ζ3 = a1 + a2ζ

2
3 denota a conjugação complexa em Z[ζ3].

A matriz

G = MM
t

=


∑N−1

i=0 σi(ω0)σi(ω0) · · ·
∑N−1

i=0 σi(ω0)σi(ωN−1)
...

. . .
...∑N−1

i=0 σi(ωN−1)σi(ω0) · · ·
∑N−1

i=0 σi(ωN−1)σi(ωN−1)

 , (1)
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é chamada de matriz Gram do reticulado ideal.

Como consequência da proposição, obtemos a seguinte observação.

Observação 2.1. Seja {γkw0, w1, · · · , γkwN−1} uma Z[ζ3]-base do ideal γkOL. A matriz

Gram Gk associado ao reticulado ideal Λk é dado por G =k (TL/Q(ζ3)(γ
kwjγkwj))

N−1
j=0 , que

pode ser reescrita como um produto de matrizes da forma MUU
t
M

t
e

U = dig(σ0(γ
k), · · · , σN−1(γk)).

3 Resultados

Nesta seção, constrúımos cadeias de códigos reticulados encaixados a partir da extensão
de corpos Q(ζ3s)/Q(ζ3) de grau N = 3s−2.

3.1 Versões escalonadas de reticulados Z[ζ3]N

Nesta subseção, constrúımos reticulados complexos encaixados a partir de uma ca-
deia de ideais encaixados, onde cada reticulado complexo seja uma versão escalonada do
reticulado Z[ζ3]

N . Neste sentido, consideramos a Proposição 3.1.

Proposição 3.1. NQ(ζ3s )/Q(ζ3)(1− ζ3s) = 1− ζ3, para todo s > 1.

Demonstração. Note que para s = 2, tem-se que NQ(ζ32 )/Q(ζ3)(1 − ζ32) = (1 − ζ32)(1 −
ζ32ζ3)(1 − ζ32ζ

2
3 ) = 1 − ζ332 = 1 − ζ3. Suponhamos, por indução sobre s − 1, que

NQ(ζ3s−1 )/Q(ζ3)(1−ζ3s−1) = 1−ζ3. Assim, NQ(ζ3s )/Q(3s−1)(1−ζ3s) = (1−ζ3s)(1−ζ3sζ3)(1−
ζ3sζ

2
3 ) = 13 − ζ33s = 1 − ζ3s−1 . Pela propriedade transitiva da norma relativa, segue que

NQ(ζ3s )/Q(ζ3)(1− ζ3s) = 1− ζ3.

Seja Λ = Λ0. Nosso objetivo é de mostrar como é dado o reticulado complexo Λk a
partir de uma partição de reticulados dada por Λ0/Λ1/ · · · /ΛN−2/ΛN−1, Nesta direção,
consideramos a matriz geradora M do reticulado complexo Λ0 de posto completo N .
Assim, Λ pode ser expresso por Λ0 = {x = Mλ|λ ∈ Z[ζ3]

N} e o subreticulado Λ′ de Λ
pode ser escrito na forma Λ′ = {x = UMλ|λ ∈ Z[ζ3]

N}, para alguma matriz complexa U
de posto N .

Seja {1, ζ3s , . . . , ζ3s} a Z[ζ3]-base do anel de inteiros Z[ζ3s ] vista como um módulo
sobre Z[ζ3]. Consideramos o elemento γ = 1 − ζ3s de Z[ζ3s ] com norma relativa dada
por NQ(ζ3s )/Q(ζ3)(γ) = 1 − ζ3. Para cada k = 0, 1, · · · , N − 1, tomamos αk. Assim, a

matriz Gram matrix Gk do reticulado ideal Λk associada ao ideal γkZ[ζ3s ] e dada por

Gk = MkMk
t
, onde Mk é a matriz geradora de Λk é dada por

Mk =


γk γkζ3s · · · γkζN−1

3s

σ2(γk) σ2(γkζ3s) · · · σ2(γkζN−1
3s )

...
...

. . .
...

σn(γk) σn(γkζ3s) · · · σn(γkζN−1
3s )

.
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A matriz geradora Gk pode ser reescrita na forma Gk = MUkM
t
Uk

t
, onde M de-

nota a matriz generadora associada ao reticulado ideal Λ ∼= Z[ζ3]
N e Uk = dig(σ0((1 −

ζ3s)
k), · · · , σN−1((1− ζ3s)k)).

Proposição 3.2. O reticulado ideal Λk associado ao ideal (1− ζ3s)kZ[ζ3s ] é isomorfo ao
reticulado ternário complexo (1− ζ3)kZ[ζ3]

N , para k = 0, 1, · · · , N − 1.

Demonstração. Sejam α = 1 − ζ3s e {αk, αkζ3s , · · · , αkζN−13s } uma base sobre Z[ζ3] do
reticulado ideal Λk. Se Mk é a matriz geradora associada a Λk, então

Gk = MkM
t
k =


∑N−1

i=0 σi(α
k)σi(αk) · · ·

∑N
i=1 σi(α

k)σi(αkζN−1
3s )

...
. . .

...∑N−1
i=0 σi(α

k)σi(αk) · · ·
∑N

i=1 σi(α
k)σi(αkζN−1

3s )

 , (2)

onde Gk é a matriz Gram matrix do reticulado ideal Λk. Note que Gk pode ser reescrita na
formaGk = MkMk

t
=

∑N−1
i=0 σi(α

k)M
∑N−1

i=0 σi(αk)M
t

=
∑N−1

i=0 σi(α
k)

∑N−1
i=0 σi(αk)MM

t
,

onde M é a matriz geradora do reticulado Λ0
∼= Z[ζ3]

N . Pelas propriedades de norma re-

lativa, segue-se que NQ(ζ3s )/Q(ζ3)(α
k) = (1 − ζ3)k e NQ(ζ3s )/Q(ζ3)(α

k) = (1− ζ3)
k
. Assim,

Gk = MkMk
t

= (1−ζ3)k(1− ζ3)
k
MM

t
. Então, (1−ζ3)kM é a matriz Gram do reticulado

complexo (1− ζ3)kZ[ζ3]
N , para cada k = 0, 1, · · · , N − 1.

3.2 Códigos Reticulados

Nesta seção, por meio de códigos lineares definidos sobre anéis de polinômios finito
F3[x]/(xN − 1) e da Construção A vamos obter códigos reticulados complexos que sejam
versões escalonadas do reticulado Z[ζ3]

N .

O conjunto L(C) = {ϕ(x)| x ∈ C} ⊂ Z[ζ3]
N} é um código reticulado obtido através da

aplicação ϕ(
∑N−1

j=0 ajx
j) =

∑N−1
j=0 ϕ((aj)ϕ((x))j para todo x ∈ F3[x]/(xN − 1), onde C é

um código ternário que pode ser visto como um ideal em F3[x]/(xN − 1).

Vamos estabelecer uma conexão entre ideais encaixados em Z[ζ3s ] e códigos ternários
encaixados em F3[x]/(xN − 1).

Proposition 3.1. O polinômio minimal µ(x) = xN − ζ3 associado ao elemento primitivo
ζ3s é identificado pelo polinômio t(x) = xN − 1 ∈ F3[x] via a operação módulo (1− ζ3).

Demonstração. Se ζN3s = ζ3 e µ(x) = xN − ζ3, então ζN3s = ζ3, uma vez que µ(x) é o
polinômio minimal associado ao elemento primitivo ζ3s . Logo, ζ3s é ráız de t(x) = xN − 1,
desde que ζ3 = 1 modulo (1 − ζ3). Portanto, o polinômio µ(x) = xN − ζ3 é identificado
pelo polinômio t(x) = xN − 1 ∈ F3[x] por meio da operação módulo (1− ζ3).

Seja t(x) = xN − 1 ∈ F3[x]. Desde que 3/N , por meio da aritmética operação módulo
3, segue que xN − 1 = (x − 1)N . Pela Proposição 3.1, o polinômio µ(x) = xN − ζ3
é identificado pelo polinômio t(x) = xN − 1 ∈ F3[x] via a operação módulo (1 − ζ3).
Entretanto, na Seção 2, vimos que µ(x) = xN − ζ3 =

∏N−1
k=0 µk(x), onde µk = x − ζk3s .

O que nos leva a concluir que cada polinômio mônico µk = x − ζk3s é identificado pelo
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polinômio mônico t1(x) = x − 1 ∈ F3[x] para todo k ∈ {0, · · · , N − 1} via a operação
módulo 1− ζ3. Consequentemente, t(x) ∈ F3[x] pode ser reescrito na forma t(x) = t1(x)N

em F3[x].
Da teoria dos códigos, segue que um código ternário Cr = (N, r), onde r = N − k, é

caracterizado por polinômio ideal no anel de polinômios F3[x]/xN −1, onde o gerador g(x)
é de grau k e divide xN − 1.

Agora, apresentamos um resultado geral que estabelece uma correspondência para cada
polinômio g(x) F3[x] que divide xN − 1 via a operação módulo (1− ζ3).

Proposition 3.2. 1. O polinômio µ(x) = xN − ζ3 com coeficientes em Z[ζ3] é identi-
ficado pelo polinômio código t(x) = xN − 1 ∈ F3[x]/(xN − 1) via a operação módulo
(1− ζ3).

2. Cada polinômio µ1(x)k = (x − ζk3 )k com coeficientes no anel de inteiros Z[ζ3] é
identificado por cada polinômio código g(x)k = (x − 1)k ∈ F3[x]/(xN − 1) via a
operação módulo (1− ζ3) para todo k = 1, · · · , N − 1.

Observação 3.1. Se v = a0 + a1ζ3s + · · · + aN−1ζ
N−1
3s ∈ Z[ζ3s ], com at ∈ Z[ζ3] e t =

0, 1, · · · , N − 1. Desde que NQ(ζ3)/Q(1 − ζ3) = 3, segue-se que at = (ζ3 − 1)bt + ct, onde
bt ∈ Z[ζ3] and ct = 0,±1, ζ3. Assim, v = ((ζ3 − 1)b0 + c0) + ((ζ3 − 1)b1 + c1)ζ3s + · · · +
((ζ3 − 1)bN−1 + cN−1)ζ

N−1
3s e v módulo (ζ3 − 1) = c0 + c1ζ3s + · · ·+ cN−1ζ

N−1
3s .

Proposição 3.3. Cada ideal (1− ζ3s)kZ[ζ3s ] em Z[ζ3s ] corresponde a um código ternário
CN−k = (N,N − k), para todo k = 1, · · · , N − 1.

Demonstração. Para cada k ∈ {1, . . . , N − 1}, consideramos ideais dados por (ζ3s −
1)kZ[ζ3s ] no anel de inteiros Z[ζ3s ]. Agora, seja v = a0 + a1ζ3s + · · · + aN−1ζ

N−1
3s ∈

(ζ3s − 1)kZ[ζ3s ], onde at ∈ Z[ζ − 3] e t = 0, 1, · · · , N − 1. Ao considerarmos o reticulado
quociente Z[ζ3]/(ζ3 − 1)Z[ζ3], podemos escrever v na forma v = (ζ3s − 1)k[((ζ3 − 1)b0 +
c0) + ((ζ3 − 1)b1 + c1)ζ3s + · · · + ((ζ3 − 1)bN−1 + cN−1)ζ

N−1
3s ], onde at = (ζ3 − 1)bt + ct,

bt ∈ Z[ζ3] e ct = 0,±1. Assim, v pode ser reescrito na forma v = (ζ3s − 1)k[((ζ3 −
1)b0 + c0) + ((ζ3 − 1)b1 + c1)ζ3s + · · · + ((ζ3 − 1)bN−1 + cN−1)ζ

N−1
3s ], isto é, v módulo

(ζ3−1) = (ζ3s−1)k(c0+c1ζ3s+· · ·+cN−1ζN−13s ). Logo, os elementos do ideal (ζ3s−1)kZ[ζ3s ]
são identificados pelos elementos do polinômio gk(x) = (1−x)k(d0+d1x+· · ·+dN−1xN−1),
para cada k = 1, 2, · · · , N − 1, onde g(x) = (x− 1)(d0 + d1x+ · · ·+ dN−1x

N−1) e dj = cj
módulo (ζ3−1), para todo j ∈ {0, . . . , N−1}. Portanto, existe uma correspondência entre
os ideais (ζ3s − 1)kZ[ζ3s ] no anel de inteiros Z[ζ3s ] e os polinômios ideais g(x)k = (x− 1)k

no anel F3[x]/(xN − 1). Como consequência, obtemos uma identificação entre os ideais
(ζ3s − 1)kZ[ζ3s ] em Z[ζ3s ] e os códigos ternários CN−k = (N,N − k), desde que os ide-
ais polinômios g(x)k = (x − 1)k in F3[x]/(xN − 1) correspondente aos códigos ternários
Cr = (N,N − k) para cada k = 1, 2, . . . , N − 1.

Assim, existe uma correspondência entre os ideals (1−ζ3s)kZ[ζ3s ] em Z[ζ3s ] e os códigos
ternários CN−k = (N,N − k) via a operação módulo (1− ζ3), para k = 0, · · · , N − 1.

A propriedade do formato cubico é uma das condições necessárias para se obter códigos
reticulados via a aplicação definida de um anel de polinômios finito F3[x]/(xN − 1) no
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espaço Euclidiano complexo CN . Para isto, consideramos uma cadeia de ideais tomados
da forma

Z[ζ3s ]/(1− ζ3s)/Z[ζ3s ]/ . . . (ζ3s − 1)N−1/Z[ζ3s ]. (3)

Aplicamos um mergulho dado pela Equação (2) do ideal gerado por {γk, γkζ3s , · · · , γkζ3s}.
A matriz geradora é dada por

Mk =


γk γkζ3s · · · γkζN−1

3s

σ2(γk) σ2(γkζ3s) · · · σ2(γkζN−1
3s )

...
...

. . .
...

σn(γk) σn(γkζ3s) · · · σn(γkζN−1
3s )

.
Assim, o reticulado ideal Λk corresponde a um ideal tomado na cadeia de deals dados

pela Equação (3). Pela Proposição 3.2, segue que o reticulado ideal Λk é uma versão
escalonada do reticulado sobre Z[ζ3]

N . Sem perda de generalidade, denotamos o reticulado
ideal Λk por (1− ζ3s)kZ[ζ3s ]

N .

Lemma 3.1. Se Λ e ΛN são reticulados ternários tal que ΛN é um sub-reticulado de Λ
|Λ/ΛN | = 3N , então a sequência de reticulados Λ0 = Λ,Λ1, · · · ,ΛN tal que Λ0/Λ/Λ1/ · · · /ΛN
é uma cadeia de partição, onde cada partição Λk/Λk+1 tem ordem 3, para k = 0, 1, · · · , N−
1. Além disso, Λ tem uma decomposição em classes laterais dada por Λ = ΛN+{

∑N−1
k=1 akxk},

onde ak ∈ F3, akxk ∈ {0, 1, 2} é um sistema completo de representantes de classes laterais
para [Λk/Λk+1] and k = 0, 1, · · · , N − 1.

Demonstração. A prova deste Lema é uma consequência direta da definição de reticulado
e de partição de reticulados.

Pelo Lema 3.1, segue que a partição de reticulados pode ser dividida em cadeias de
partição de reticulados Λk/Λk+1 de ordem 3 para k = 0, 1, · · · , N −1. Consequentemente,
se u ∈ F3[x]/(xN − 1), então existe um rotulamento ϕ(u) =

∑N
k=1 akxk, onde ak é a k-th

coordenada da N -upla xk, é um elemento de Λk mas que não pertence as outras classes
laterais em Λk/Λk+1. Logo, os vetores {akxk|ak ∈ F3} formam um sistema completo de
classes laterais Λk em uma partição de ordem 3. Portanto, existem 3k linear combinações
lineares do geradores xk que formam um sistema completo de classes laterais [Λk/Λk+1].

Remark 3.1. Se Λ é um reticulado complexo de Eisenstein de dimensão N e Λk =
(1− ζ3)kZ[ζ3]

N é um subreticulado do reticulado Λ, então,

1. Λ = (1− ζ3)kZ[ζ3]
N + [Λ/(1− ζ3)kZ[ζ3]

N ],

2. como consequência do Lema 3.1, obtemos um código reticulado C com parâmetros
(N, k) que é identificado pela partição de reticulados [Λ/(1 − ζ3)

kZ[ζ3]
N ] que tem

ordem 3k.

3. para cada u =
∑k−1

j=0 akx
k ∈ F3[x]/(xN − 1), existe um mapeamento natural ϕ :

F3[x]/(xN − 1) → Z[ζ3] dado por ϕ(
∑k−1

j=0 akx
k) = ϕ(ak)(ϕ(x))j, onde ϕ : F3[x] →

Z[ζ3] é dado por ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 2 and ϕ(x) = 1− ζ3.
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Proposition 3.3. Sejam Λ e (1− ζ3s)kZ[ζ3s ]
N um reticulado ideal complexo tal que (1−

ζ3s)
kZ[ζ3s ]

N é um subreticulado de Λ e |Λ/(1−ζ3s)kZ[ζ3s ]
N | = 3k, onde k = 0, 1, · · · , N−1.

Então existe uma sequência de reticulados Λ0 = Λ, (1− ζ3s)Z[ζ3s ]
N , · · · , (1− ζ3s)NZ[ζ3s ]

N

tal que Λ0/Λ/(1 − ζ3s)Z[ζ3s ]
N/ · · · /(1 − ζ3s)NZ[ζ3s ]

N é uma cadeia de partição de reti-
culados e cada partição (1 − ζ3s)

kZ[ζ3s ]
N/(1 − ζ3s)

K−1Z[ζ3s ]
N tem ordem 3, onde k =

0, 1, · · · , N − 1. Além disso, Λ tem uma decomposição em classes laterais dada por

Λ = (1− ζ3s)kZ[ζ3s ]
N + {

N−1∑
k=0

akxk},

onde ak ∈ F3 and akxk ∈ {0, 1, 2} é um sistema completo de representantes de classes
laterais para (1− ζ3s)kZ[ζ3s ]

N/(1− ζ3s)k+1Z[ζ3s ]
N , com k = 0, 1, · · · , N − 1.

Demonstração. Pelo Lema 3.1, seque que Λ = (1 − ζ3s)kZ[ζ3s ]
N + {

∑N−1
k=0 akxk} é uma

decomposição de classes laterais Λ = Λk+{
∑N−1

k=0 akxk} a menos de isomorfismo, onde ak ∈
F3 e akxk ∈ {0, 1, 2} é um sistema completo de representantes para (1− ζ3s)kZ[ζ3s ]

N/(1−
ζ3s)

k+1Z[ζ3s ]
N , onde k = 0, 1, · · · , N − 1.

Seque da Proposição 3.3, que a cadeia (1 − ζ3s)kZ[ζ3s ]
N/(1 − ζ3s)k+1Z[ζ3s ]

N´é uma
partição de ordem 3 para k = 0, 1, · · · , N − 1. Consequentemente, se u ∈ F3[x]/(xN − 1),
então existe um rotulamento ϕ(u) =

∑N−1
k=0 akxk, onde ak é a k-ésima coordenada da

N -upla xk, que é um elemento de Λk mas que não pertence Λk+1 tal que os vetores
{akxk|ak ∈ F3} formam sistema completo de classes laterias de Λk em uma cadeia de
partição de ordem 3. Assim, existem 3k combinações lineares {akxk} dos geradores xk e
formam um sistema completo de classes laterais de [Λk/Λk+1].

4 Conclusões

A contribuição deste trabalho é de apresentar novas classes de códigos reticulados
encaixados via reticulados ideais proveniente de famı́lias de corpos ciclotômicos Q(ζ3s).
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