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Resumo. Neste trabalho, faremos uso de cadeia de reticulados ideais complexos encaixados
provenientes de familias de corpos ciclotdémicos Q((3s) que sdo extensoes finitas de Q((3) de
grau N = 3°72. A partir deste reticulados, obtemos novas classes de cédigos reticulados
encaixadas que correspondam a cadeia de c6digos ternarios encaixados no anel de polindomios
finito F3[x]/(zY — 1) por meio da técnica conhecida por Construgio A.

Palavras-chave. Cdédigos Reticulados, Cédigos Lineares, Corpos de Niimeros

1 Introducao

Cédigos reticulados [1] sao construidos por meio da Construgao A, isto é, a técnica que
possibilita a construgao de reticulados através do mergulho de um cédigo linear definido
sobre um corpo finito [F,, em RY ou em CV.

Dado um espago vetorial ]Fév de dimensao N definido sobre o corpo finito Fg, podemos
obter uma cadeia de cddigos ternarios encaixados

Cn/CNn—-1/---/Ca/Cy,

onde cada codigo C, é um subespago vetorial em Fév de dimensao r com parametros (N, ),
onde r = N — k satisfazendo 1 <r < N.

A partir desta cadeia de cédigos encaixados, Forney [2] propos uma maneira pratica de
codificar reticulados complexos encaixados em CV por meio da Construcdo A, onde cada
cédigo reticulado associado a C,. em CVV, é obtido via as classes de residuos de Z[(3] médulo
(1 — (3)*Z[¢3] em cada uma das N coordenadas. Do ponto de vista da teoria de anéis de
polinémios finitos, estes codigos ternarios encaixados sao dados por ideais encaixados em
F3[$]/(1‘N — 1).

Cédigos reticulados de Eisenstein formam uma classe de reticulados complexos, do
ponto vista geométrico, as regides fundamentais destes reticulados apresentam formato
cuibico no espaco complexo de dimensao N. O que é equivalente a considerar o reticulado
AY que é isomorfo a uma versdo escalonada do reticulado Z[¢3]V.
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Reticulados ideais foram propostos por [3] como uma nova ferramenta algébrica para
se construir versoes escalonadas do reticulado Z[¢3]Y, a partir de corpos de niimeros com-
plexos que sejam extensodes finitas dos corpos complexos Q(z) ou Q((3).

Consideramos extensoes de corpos do tipo Q((3s)/Q(¢3) de grau N = 3°~2. Tomamos
cadeias de ideais no anel de inteiros Z[(3s] de Q((3s) do tipo Z[Czs]/VZ[C3s]/ - - - /YN Z[C3s),
onde v =1 — (3s.

Cada ideal *Z[(3s] pode ser gerado pela Z[(3]-base dada por {y*wo,...,v*wn_1},
onde {wp,...,wn_1} denota a Z[(3]-base do anel de inteiros Z[(3s] visto com um Z[(3]-
médulo. Mergulhamos, esta cadeia encaixada de ideais em CV, obtendo uma cadeia de
reticulados ideais encaixados, onde cada reticulado Ag tem como matriz Gram dada por
Gy = TTL/Q(CS)('ykwmkwj) para cada k € {0,1,..., N — 1}. Mostramos cada reticulado

ideal é isomorfo uma versao escalonada do reticulado v*Z[¢3]N. O que possibilita a cons-
trucao de classes de c6digos reticulados encaixados via corpos de nimeros Q((ss).

2 Formulagcao Matematica de Problema

Consideramos uma cadeia de corpos ciclotomicos dada por Ls/ C ... /La/L;/Q, satis-
fazendo a condigao de que Lo = Q(¢3) e Ly = Q((3+) para todo s > 2, onde (3s denota a
raiz 3°-ésima da unidade.

Associado a cada extensao finita de corpos Ls/Ls_1, temos como consequéncia que do
fato de que (3 = (351 e Ly = Ls_1((3s), que o polinémio minimal pj(x) de (35 sobre LLj_4
é dado por p(z) = 2 — (3, = (x— (35) (¢ — (3:G3) (= (35¢3) e {1,371, (3} € uma base de L;
sobre L;_1, para j = 2,3,--- ,s. O grupo de Galois é dado por Gal(L; : L;_;) =< 0; >=

{id, Uj,O'Jz, }, onde 039-’ = id, id é a identidade e o; é determinado por ¢;((3) = (3(3s-

Assim, [L; : Q(&)] = 3772, Ly = Q(¢3)(Css) e {1,¢zs, (- ,Cg’jﬂ_l} é uma base de
L, sobre Q(¢3). O polinémio minimal p(z) de (35 sobre Q({3) tém grau 3°~2 e é dado
por pu(z) = 2V — G = Hg:_ol pg, onde pp = x — (5 e N = 3572, As raizes complexas
de p¢,s (z) define 3°72 distintos Q((3)-homomorphisms, isto ¢, oo((3s) = (3+,01((35) =
By, 030-2_1((35) = g’j_z. Os 32 distintos Q((3)-homomorphisms de corpos o; podem
serem reescritos na forma o;((3s) = Cgscgs’ para todo j =0,1,---,3°72 — 1.

Seja L uma extensdo de corpos de grau N = 3°~2 sobre Q((3). A partir do corpo de
niimeros L, podemos obter um reticulado complexo dado por A = {x = AM : X € Z[G3]V},
onde M € My(C) é a matriz geradora do reticulado.

Proposicao 2.1. [3/ Seja S o ideal dado pelo anel de inteiros Op. Um reticulado ideal
complero A definido sobre Z[(3], tem matriz geradora G = T jq(¢,) (wildj), onde w; e w;
pertence a Z[(3]-base {wo, . ..,wn_1} do anel de inteiros Z[(3s] visto com um Z[(3]-mddulo.
A notagdo @ = a1 + a3 = a1 + a2C§ denota a conjugagao complexa em Z|[(3).

A matriz

Zl]‘\:ol oi(wo)oi(wo) vazgl oi(wo)oi(wn—-1)
G = MM = : : : (1)

SN oi(wn—1)oi(wo) o SN oi(wn—1)oi(wn—1)
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3
é chamada de matriz Gram do reticulado ideal.
Como consequéncia da proposicao, obtemos a seguinte observagao.
Observagao 2.1. Seja {v*wo, w1, -+ ,v*wn_1} uma Z[(3]-base do ideal Y*Or. A matriz

Gram G}, associado ao reticulado ideal Ay, € dado por G =, (TL/@(Q)(*ykwj%wij))jy:Bl, que

pode ser reescrita como um produto de matrizes da forma MUUM' e
U= ng(UO(pyk)a to aJN—1(7k>)'

3 Resultados

Nesta se¢ao, construimos cadeias de c6digos reticulados encaixados a partir da extensao
de corpos Q((3:)/Q((3) de grau N = 3572,

3.1 Versoes escalonadas de reticulados Z[(3]"Y

Nesta subsecdo, construimos reticulados complexos encaixados a partir de uma ca-
deia de ideais encaixados, onde cada reticulado complexo seja uma versao escalonada do
reticulado Z[(3])"V. Neste sentido, consideramos a Proposicio 3.1.

Proposicao 3.1. Ny, )/0(¢) (1 — C35) = 1 — (3, para todo s > 1.

Demonstragao. Note que para s = 2, tem-se que N@(ng)/@(C:s)(l —(32) = (1 — (32)(1 —
(p2@3)(1 — (32¢3) = 1 — (é’g = 1 — (3. Suponhamos, por indugdo sobre s — 1, que
No(¢yem1)/Q(cs) (1 = Cao-1) = 1= Assim, Nogo)/geas—1)(1—Cs) = (1= C3) (1= C3:C3) (1 -
(3:¢3) = 13 — (3, = 1 — (35-1. Pela propriedade transitiva da norma relativa, segue que

No(gys)/a(cs) (1 —G35) =1 - G.
O

Seja A = Ay. Nosso objetivo é de mostrar como é dado o reticulado complexo Ax a
partir de uma particdo de reticulados dada por Ag/A1/---/An_2/AN_1, Nesta direcdo,
consideramos a matriz geradora M do reticulado complexo Ay de posto completo N.
Assim, A pode ser expresso por Ag = {x = MM € Z[G]V} e o subreticulado A’ de A
pode ser escrito na forma A’ = {x = UMM\ € Z[(3]"}, para alguma matriz complexa U
de posto N.

Seja {1,(3s,...,(3s} a Z[(3]-base do anel de inteiros Z[(3s] vista como um médulo
sobre Z[(3]. Consideramos o elemento v = 1 — (35 de Z[(3s] com norma relativa dada
por No(cys)/a(c)(¥) = 1 — (3. Para cada k = 0,1,---, N — 1, tomamos af. Assim, a
matriz Gram matrix Gy, do reticulado ideal A, associada ao ideal 'ykZ[Cgs] e dada por
G, = Mkmt, onde My, é a matriz geradora de A é dada por

o v* (s RN
Mk _ 0'2(.’)/1“) 02("}’.kC35) 02('}’k.§]\3{_1)
(V%) on(¥FCe) e on(PRCNTY
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et
A matriz geradora G pode ser reescrita na forma Gp = MU VML , onde M de-
nota a matriz generadora associada ao reticulado ideal A = Z[G]N e U* = dig(oo((1 —

G3)")s s on—1((1 = Gao)h)).

Proposigao 3.2. O reticulado ideal Ay, associado ao ideal (1 — (35)FZ[(3s] € isomorfo ao
reticulado terndrio complezo (1 — (3)*Z[G)YN, para k =0,1,--- ,N — 1.

Demonstra¢do. Sejam o = 1 — (35 e {a¥, a¥(zs,--- ,akCZ\!_l} uma base sobre Z[(3] do
reticulado ideal Ag. Se My é a matriz geradora associada a Ag, entao

IR CUOENCOREEND DA AU LU
G = MM} = : : , (2)

DA TG L CID IRTRID DAY (O LA CLIC
onde G, é a matriz Gram matrlx do retlculado ideal Ak Note que G, pode ser reescrita na
forma Gy = MMy = SN oy (o) M SN oy (o)M= SN i (0k) SN G oi (oF) ML

onde M é a matriz geradora do reticulado Ag = Z[(3]V. Pelas proprledades de norma re-

lativa, segue-se que Ng(c,s)/q(c) (@ Fy=(01-¢G)lFe No(ess)/0(cs) (@ k) = (1-G) (3) Assim,
G = Mkmt =(1-¢)k1 - (3)kMMt. Entédo, (1 —(3)¥M é a matriz Gram do reticulado
complexo (1 — (3)*Z[¢3])V, para cada k =0,1,--- ,N — 1. O

3.2 (Cébdigos Reticulados

Nesta secao, por meio de cédigos lineares definidos sobre anéis de polinomios finito
F3[z]/(z" — 1) e da Construgao A vamos obter cédigos reticulados complexos que sejam
versoes escalonadas do reticulado Z[¢3])"Y

O conjunto £(C) = {¢(z)| = € C} C Z[¢3]V} é um cbdigo reticulado obtido através da
aplicagao gp(Zj-V:_ol ajxl) = E;V:_Ol o((a;)p((x))? para todo z € Fs[z]/(zY — 1), onde C é
um cédigo terndrio que pode ser visto como um ideal em F[z]/(z"V — 1).

Vamos estabelecer uma conexao entre ideais encaixados em Z[(3s] e c6digos ternérios
encaixados em F3[z]/(zY — 1).

Proposition 3.1. O polinomio minimal u(z) = zV — (3 associado ao elemento primitivo
(3s € identificado pelo polinémio t(x) = xN — 1 € F3[z] via a opera¢do médulo (1 — (3).

Demonstragio. Se (I = (3 e p(z) = oV — (3, entdo (I = (3, uma vez que u(x) é o
polinémio minimal associado ao elemento primitivo (3s. Logo, (3s é raiz de t(z) = 2V —1,
desde que (3 = 1 modulo (1 — (3). Portanto, o polinémio u(z) = 2 — (3 é identificado
pelo polinémio t(z) = Y — 1 € F3[z] por meio da operagio médulo (1 — (3). O

Seja t(z) = zV — 1 € F3]z]. Desde que 3/N, por meio da aritmética operacio médulo
3, segue que z¥ — 1 = (z — 1)V, Pela Proposicio 3.1, o polinémio u(z) = zV — (3
é identificado pelo polinémio t(x) = ¥ — 1 € F3[z] via a operagio médulo (1 — (3).
Entretanto, na Secdo 2, vimos que u(z) = 2¥ — (3 = chvz_ol pr(x), onde pp = = — Ck.
O que nos leva a concluir que cada polindbmio moénico pp = = — C;fs ¢ identificado pelo
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)
polinémio moénico t1(z) = = — 1 € Fs[z] para todo k € {0,---, N — 1} via a operagao
médulo 1 — (3. Consequentemente, t(z) € F3[z] pode ser reescrito na forma t(x) = t1(z)
em [F3[x].

Da teoria dos cédigos, segue que um cédigo ternério C, = (N,r), onde r = N — k, é
caracterizado por polinomio ideal no anel de polinomios Fz[z]/z" — 1, onde o gerador g(x)
é de grau k e divide 2V — 1.

Agora, apresentamos um resultado geral que estabelece uma correspondéncia para cada
polinémio g(x) F3[z] que divide 2 — 1 via a operacdo médulo (1 — (3).

Proposition 3.2. 1. O polinomio pu(x) = 2V — (3 com coeficientes em Z[(3] € identi-
ficado pelo polinémio cédigo t(x) = x¥ —1 € F3[z]/(zN — 1) via a operacido mddulo

(1 —Gs)-
2. Cada polinémio p1(z)k = (x — C5)* com coeficientes no anel de inteiros Z[(3] é

identificado por cada polinémio cédigo g(x)* = (x — 1)* € Fslz]/(xN — 1) via a
operagao mdodulo (1 — (3) para todo k =1,--- /N — 1.

Observagao 3.1. Se v = ag + a1(3s + --- + aN,lgéi_l € Z[(3s], com ay € Z[(3] et =
0,1,---,N — 1. Desde que Ng(¢,)/o(l — (3) = 3, seque-se que a; = ({3 — 1)b + ¢, onde
by € Z[(3] and ¢, = 0,%1,(3. Assim, v = ((3 — 1)bp + co) + (({3 — 1)by + c1)(3s + -+ +
(G — D)by_1+en-1)G T e v mddulo (G — 1) = co+ c1Css + -+ en_1C0 L

Proposicao 3.3. Cada ideal (1— (3¢)*Z[C3:] em Z[C3s] corresponde a um cédigo terndrio
Cn—r = (N,N —k), para todo k =1,--- ,N — 1.

Demonstragao. Para cada k € {1,...,N — 1}, consideramos ideais dados por ({3s —
1)kZ[<3s] no anel de inteiros Z[(3s]. Agora, seja v = ag + a1(3s + -+ + any—1 é\sffl €
(CGzs — 1)FZ[(3s], onde a; € Z[¢ — 3] et =0,1,--- , N — 1. Ao considerarmos o reticulado
quociente Z[(3]/((3 — 1)Z[¢3], podemos escrever v na forma v = (Czs — 1)*[((¢3 — 1)bo +
co) + ((¢3 — 1)b1 + c1)CGs + -+ + ((G3 — 1)by—1 + en—1)G3L Y, onde a; = (G5 — )by + ¢,
by € Z[(3] e ¢; = 0,+1. Assim, v pode ser reescrito na forma v = (¢35 — 1)*[((¢G —
Dby 4 co) + (G — Dby + e1)Cas + -+ + ((G — Dby—1 + en—1)¢N 7Y, isto é, v médulo
(G3—1) = (s —1)*(co+er1as+- - +en_1¢x 1) Logo, os elementos do ideal ({35 —1)FZ[(3s]
sao identificados pelos elementos do polinémio ¢*(z) = (1—z)*(dg+diz+- - -+dy_12N™1),
para cada k =1,2,--- ,N — 1, onde g(z) = (z — 1)(dp + dyz + - + dy_12V 1) e d; = ¢;
médulo (¢3—1), para todo j € {0,..., N—1}. Portanto, existe uma correspondéncia entre
os ideais ({35 — 1)*Z[(3s] no anel de inteiros Z[(3s] e os polinémios ideais g(z)¥ = (z — 1)*
no anel F3[z]/(x" — 1). Como consequéncia, obtemos uma identificagio entre os ideais
(CGzs — 1)*Z[¢3s] em Z[(3s] e os cédigos ternarios Cy_p = (N, N — k), desde que os ide-
ais polinémios g(z)* = (z — 1)* in F3[z]/(2" — 1) correspondente aos cédigos ternarios
C.=(N,N —k)paracadak=1,2,...,N — 1. O

Assim, existe uma correspondéncia entre os ideals (1—(3s)¥Z[(3s] em Z[(3:] e os c6digos
ternarios Cy_r = (N, N — k) via a operacao médulo (1 — (3), para k =0,--- ,N — 1.

A propriedade do formato cubico é uma das condigoes necessarias para se obter cédigos
reticulados via a aplicacdo definida de um anel de polinémios finito F3[z]/(z" — 1) no
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espaco Euclidiano complexo CV. Para isto, consideramos uma cadeia de ideais tomados
da forma

Z[Cs) /(1 = C39)/Z[Cs0)/ - - (Gzs — DN 71/ Z[Cs). (3)

Aplicamos um mergulho dado pela Equagao (2) do ideal gerado por {fyk, fka3s, e ,’ykggs }.
A matriz geradora é dada por

o Vilzs o AR éi;l
o2(V*)  oa(VFCGe) oo oa(7FGET)

My, = . . ) .
(V) on(VFGe) o aa(YRCETY

Assim, o reticulado ideal Ay corresponde a um ideal tomado na cadeia de deals dados
pela Equacdo (3). Pela Proposicao 3.2, segue que o reticulado ideal Ay é uma versao

escalonada do reticulado sobre ZKg]N . Sem perda de generalidade, denotamos o reticulado
ideal Ay, por (1 — (35)FZ[¢3s]V.

Lemma 3.1. Se A e Ay sao reticulados terndrios tal que Ay € um sub-reticulado de A
|A/AN| = 3N, entdo a sequéncia de reticulados Ag = A, Ay, -+, Ay tal que Ao/ A/Ay/ - /AN
¢é uma cadeia de parti¢ao, onde cada particio A /Ap41 tem ordem 3, para k = 0,1,--- , N—

1. Além disso, A tem uma decomposicao em classes laterais dada por A = AN—l—{EiV:_ll axTi},
onde ay, € Fs, apzy € {0,1,2} € um sistema completo de representantes de classes laterais
para [Ag/Ag+1] and k=0,1,--- /N — 1.

Demonstracao. A prova deste Lema é uma consequéncia direta da definigao de reticulado
e de particao de reticulados. O

Pelo Lema 3.1, segue que a particao de reticulados pode ser dividida em cadeias de
particao de reticulados Ag/Agy1 de ordem 3 para k =0,1,--- , N — 1. Consequentemente,
se u € F3[z]/(zV — 1), entdo existe um rotulamento o(u) = S0, apzk, onde ay é a k-th
coordenada da N-upla zp, é um elemento de A; mas que nao pertence as outras classes
laterais em Ap/Aki1. Logo, os vetores {arxi|ar € Fs} formam um sistema completo de
classes laterais Aj, em uma particao de ordem 3. Portanto, existem 3* linear combinacoes
lineares do geradores zj que formam um sistema completo de classes laterais [Ax/Ag+1]-

Remark 3.1. Se A é um reticulado complexo de FEisenstein de dimensdo N e A, =
(1 — G)FZ[GIN ¢ um subreticulado do reticulado A, entdo,

1A= (1= G)PZ[GN + [A/(1 = )*Z[¢s) V],

2. como consequéncia do Lema 3.1, obtemos um cddigo reticulado C com pardametros
(N, k) que ¢ identificado pela particio de reticulados [A/(1 — (3)*Z[G)N] que tem
ordem 3F.

3. para cada u = Z;:é apr® € Fslx]/(xN — 1), existe um mapeamento natural ¢ :

Fa[z]/(aN — 1) = Z[Gs] dado por o(3°5— axa®) = @(ar)(¢(x))?, onde ¢ : Fala] —
Z[¢3] € dado por p(0) =0, p(1) =1, ©(2) =2 and p(z) =1 — (3.
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Proposition 3.3. Sejam A e (1 — (35)*Z[(3s]Y um reticulado ideal complexo tal que (1 —
C35)FZ[C3s|N € um subreticulado de A e |A/(1—C3s)*Z[(3s]N| = 3F, onde k = 0,1,--- , N—1.
Entdo erxiste uma sequéncia de reticulados Ag = A, (1 — (35)Z[C3s]N, - -+, (1 — C35)VZ[ (3] N
tal que Ao/A/(1 — C35)Z[C3s)N /- /(1 — C3s)NZ[C3s |V € uma cadeia de particao de reti-
culados e cada parti¢ao (1 — (gs)kZ[Cg,s]N/(l — (35)KT1Z[¢3 N tem ordem 3, onde k =
0,1,---,N — 1. Além disso, A tem uma decomposicdo em classes laterais dada por

N-1

A= (1= ) 2N + D apan},
k=0

onde ap € F3 and apzy € {0,1,2} é um sistema completo de representantes de classes
laterais para (1 — C35)FZ[C3s]V /(1 — C3s)* 1 Z[C3s]N, com bk =0,1,--- N — 1,

Demonstrac¢do. Pelo Lema 3.1, seque que A = (1 — (35)FZ[(3:]Y + {Z]kvz_ol arxyp} é uma
decomposicao de classes laterais A = Ak+{ZkN:_01 axxy} a menos de isomorfismo, onde aj, €
F3 e apxy € {0,1,2} é um sistema completo de representantes para (1 — (zs)*Z[¢3s]V /(1 —
(3s)*H17Z[¢3s]Y, onde k = 0,1,--- , N — 1. O

Seque da Proposicao 3.3, que a cadeia (1 — (3s)FZ[C3s]V /(1 — (35 )1 Z[¢3s]Y “é uma
particdo de ordem 3 para k = 0,1,--- , N — 1. Consequentemente, se u € Fs[z]/(z" — 1),
entdo existe um rotulamento p(u) = Zg:_ol arry, onde ap é a k-ésima coordenada da
N-upla z, que é um elemento de A; mas que nao pertence Axyj tal que os vetores
{agzi|ar € F3} formam sistema completo de classes laterias de Ay em uma cadeia de
particdo de ordem 3. Assim, existem 3* combinacoes lineares {agzy} dos geradores xj, e
formam um sistema completo de classes laterais de [Ag/Axy1].

4 Conclusoes
A contribuigdo deste trabalho é de apresentar novas classes de cddigos reticulados
encaixados via reticulados ideais proveniente de familias de corpos ciclotomicos Q((ss).
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