Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J. dos Campos - SP, 2017.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Condigoes Suficientes de Otimalidade em Célculo das
Variagoes no Contexto Nao-Suave

Caroline de Arruda Signorinit
Valeriano Antunes de Oliveira?
Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas, UNESP - Univ. Estatual Paulista “Julio de

Mesquita Filho”, Campus de Sao José do Rio Preto, Departamento de Matemédtica Aplicada.

Resumo. O principal propésito deste trabalho é o estudo de condigbes suficientes de oti-
malidade para problemas de Célculo das Variagoes no contexto nao-suave, caso em que
consideramos Lagrangianas nao-suaves e solugoes absolutamente continuas. Analisaremos
as condigoes suficientes através de um conceito de convexidade generalizada, o qual deno-
minamos E-pseudoinvexidade.
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1 Introducao

Segundo van Brunt [2], o Célculo Variacional, também conhecido como Célculo das
Variacoes, tem uma longa historia de interagao com outras ramificacoes da Matematica,
como a geometria e as equagoes diferenciais, e da Fisica, particularmente a mecanica.
Recentemente, o Calculo Variacional vem encontrando aplicagoes em outros campos, como
economia, engenharia e recursos renovaveis. Grande parte da matematica subjacente a
Teoria do Controle, por exemplo, pode ser considerada parte do Célculo Variacional.

Ainda que a teoria classica do Célculo das Variagoes tenha origem no século XVII,
importantes questoes, como as regras de multiplicadores para os problemas com restrigoes
e o teorema de existéncia de solucoes, somente foram elucidadas no século passado, devido
ao desenvolvimento nos estudos de Anélise Funcional e Calculo Nao-suave.

Neste trabalho, temos por objetivo o estudo de condicoes suficientes de otimalidade
para problemas de Célculo das Variagoes no contexto nao-suave. Aqui tratamos o pro-
blema de Bolza, trabalhando com Lagrangianas nao-suaves e um conjunto de condigoes
necessarias de otimalidade envolvendo a inclusao de Euler, o que nos exige o uso de ferra-
mentas da Analise Nao-suave.

Sabemos que, geralmente, as condigOes necessarias de otimalidade para problemas vari-
acionais sao suficientes por meio da convexidade dos dados envolvidos, como podemos ver
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em Clarke [3]. Isso também ocorre quando utilizados certos conceitos convexidade genera-
lizada: em Arana—Jiménez, Osuna—Gémez, Ruiz—Garzon, Rojas—Medar [1], sdo abordados
problemas variacionais com restricoes de desigualdade e multiplicadores estao envolvidos
na definicao; j& em Rojas—Jara [5], onde sdo abordados problemas variacionais com res-
trigoes de igualdade, foram obtidas condi¢oes suficientes sem a presenca dos multiplicado-
res na definicao.

Em Signorini [6], foi introduzida a E-pseudoinvexidade (Euler-pseudoinvexidade): um
conceito de convexidade generalizada para problemas variacionais através do qual as
condigoes de transversalidade e a equagao/inclusdo de Euler tornam-se suficientes para
otimalidade global. Tal conceito de convexidade generalizada possui a peculiaridade de
ser o mais geral possivel, no sentido de que todo problema variacional em que as solugoes
estaciondrias sao étimas necessariamente sdo E-pseudoinvexos. Aqui apresentaremos o
conceito para o caso nao-suave.

2 Lagrangianas nao-suaves

Abordaremos aqui um contexto nao compreendido pela teoria classica do Célculo das
Variagoes: o estudo de problemas que envolvem Lagrangianas nao-suaves.

2.1 O Problema Lipschitz de Bolza

Consideremos o seguinte problema conhecido como o Problema de Bolza:

b
minimizar J(x) = 4y (z(a)) + 41 (x(b)) + / A (L z(t), 2/ (t)) dt
‘ (PLB)
sujeito a x € AC ([a,b];R"),
z(a) € Cy, x(b) € C1, 2'(t) e V() q.t.p.,

onde {y, ¢ : R™ — R sao localmente Lipschitz, Cpy, C; sao subconjuntos fechados de R™ e
a multifuncao V : [a, b] ~ R™ é mensuravel a conjuntos fechados e convexos de R"™.
Ressaltamos que, a seguir, as notagoes dp/A e 0r, A se referem aos subdiferenciais pro-
ximal e limite, respectivamente, da funcao A(¢,x,v) tomados com respeito as varidveis
(z,v). E, dados um conjunto S C R" e um ponto z € S, as notagoes Ts(z), Ng(z), T§ (z)
e NL(x) se referem aos cones tangente (de Bouligand), normal, tangente generalizado e
normal limite, respectivamente, a S em x. Para mais detalhes das notacoes acima, ver
Clarke [3], pp. 145 e 232 para os subdiferenciais e pp. 20, 21, 212 e 244 para os cones.

Definigao 2.1. Um arco (fungao absolutamente continua) x € dito ser admissivel para
o problema (PLB) se satisfaz as restri¢coes do problema e se a integral em J(x) € bem
definida e finita.

Dizemos que uma funcao admissivel x, fornece um minimo global para o problema
se J(zx) < J(z) para todo x admissivel.

Um arco admissivel x, fornece um minimo local fraco se, para algum € > 0, tem-se
J(zy) < J(x) para todo arco admissivel x satisfazendo ||z — zi||oo < € € |2 — 2/ |loc < €.
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E dizemos que um arco admissivel x, fornece um minimo local forte se existe € > 0
tal que J(zy) < J(x) para todo arco admissivel x que satisfaz |x — T«||co < €.

O seguinte resultado fornece, sob certas circunstancias, condigoes necesséarias para que
um arco admissivel seja um minimo local forte para (PLB).

Teorema 2.1. Seja z. um arco admissivel e minimo local forte para (PLB). Supomos
que a Lagrangiana A : [a,b] x R™ x R" — R € mensurdvel em relagio a t e Lipschitz
com respeito a (z,v) préximo a x, no sequinte sentido: existe uma fungao integrdvel
k : [a,b] — R tal que, para quase todo t, para todo x,y € B (x4(t),e) e v,w € V(t), seja
vdlida a Hipoétese Lipschitz

At 2,0) = At y,w)| < ) (lz =yl + [lv—wl]). (HL)
Exigimos também a Hipdtese de Interioridade: existe uma constante positiva 0 tal que
B (#,(t),6) C V(t) q.t.p.

Sob essas condicdes, existe um arco p satisfazendo a inclusao de Euler:

p'(t) € co{w: (w,p(t)) € A (t, z.(t),2,(t))} t € [a,b] q.t.p., (E)
Juntamente com a condi¢cao de Weierstrass: para quase todo t,
Aty (8),0) = A (L2 (8), 2,(8) > (p(t), v — (1)) Vv e V(2) (W)

e as condicoes de transversalidade e de fronteira:

pla) € dply (v(a)) + N&, (2.(a))
—p(b) € Aty (w.(b)) + N, (24(D)).

(Demonstragao em Clarke [3], Teorema 18.1, pp. 348, 354-360)

(T)

Observe que a Hipdtese Lipschitz (HL) vale se V' é uniformemente limitada e A é
localmente Lipschitz. Assim, o teorema acima se aplica, em particular, para um minimo
local fraco x, na classe Lip[a,b] e para Lagrangiana localmente Lipschitz, tomando V (t)
da forma B (z/,(t), ). Desta maneira, a Hipétese de Interioridade vale automaticamente.

Note também que a diferenciabilidade de A nao é assumida. Como sabemos, quando
A é continuamente diferencidvel em (z,v), o conjunto dpA é composto unicamente pelo
gradiente. Nesse caso, (E) é equivalente a forma integral da equagao de Euler expressa em
termos da varidvel de coestado p, isto é,

p/(t) = V.4 (t,x*(t), x;(t)) , p(t) = VA (tax*(t)7$:<(t)) .

Exemplo 2.1. O seguinte problema ilustra a utilidade de enfraquecer as hipdteses de
regularidade sobre a Lagrangiana:

2
minimizar /ﬂ(t)\/l—l—az’(t)zdt
0

sujeito a  z(0) =0, z(2) =2,
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onde

—1

Y set <1
I(t) = 0
(t) { vl_l set > 1.

Note que, neste caso, a Lagrangiana é descontinua porém mensuravel na variavel t.

2.2 Condigoes suficientes por E-pseudoinvexidade no contexto nao-suave

Nesta sec¢ao, trataremos o conceito de problema E-pseudoinvexo, introduzido por Sig-
norini [6], para o cendrio nao-suave dos problemas variacionais. Veremos que a inclusao
de Euler e a condicao de transversalidade do Teorema 2.1 tornam-se condicoes suficientes
para otimalidade global sob hipéteses de E-pseudoinvexidade (Euler-pseudoinvexidade).

Definigao 2.2. Dizemos que x : [a,b] — R™ é uma fung¢ao estaciondria para o problema
(PLB) se = € admissivel para (PLB) e se existe um arco p : [a,b] — R"™ para o qual as
condigoes (E) e (T) do Teorema 2.1 sao satisfeitas.

Definigao 2.3. Dizemos que o problema (PLB) é E-pseudoinvexo se, para cada par x,y
de arcos admissiveis tais que J(y) < J(z) e para cada tripla (¢, a0, a1) € AC [a, b] x R" xR"

((t) e co{w s (w,((t) € OpA (t,:):(t),:r’(t)) }, t € la,b] q.t.p., (1)
(a0, 1) € Oplo(z(a)) x Aplr(z(b)), (2)
existe um arco v = y(x,y,(, ap, 1) : [a,b] = R™ satisfazendo
1(a) €T, (a(@), 1) € TS, (x(0). ()
¢ b
| @m0+ oy @] i+ 1(@Ta0 + 1t <. (4)

Note que a Definicao 2.3 estende para o contexto de Calculo das Variagoes o conceito
de pseudoinvexidade em Programacao Matematica apresentado por Hanson em [4].

O préximo resultado estabelece a E-pseudoinvexidade como condicao suficiente para
que uma funcao estaciondria para (PLB) seja um minimo global do problema.

Teorema 2.2. Se (PLB) ¢é E-pseudoinvezo, entdo toda fungdo estaciondria x € um minimo
global.

Demonstragao: Suponha que z seja uma fungao estaciondria nao-6tima para (PLB).
Entao existe um arco y admissivel para (PLB) tal que J(y) < J(z). Como x é uma fungao
estaciondria, existe uma aplicacdo p € AC[a,b] satisfazendo as condicoes (E) e (T) do
Teorema 2.1. Deste modo, existem o € dply(z(a)), vo € Néo (z(a)), an € Oty (z(b))
e v € Nél (z(b)) tais que p(a) = ag + vy e —p(b) = a1 + 1. Assim, pela hipStese
de E-pseudoinvexidade, existe um arco v = 7y(z,y,p, ap, 1) : [a,b] — R™ satisfazendo
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as condigoes (3) — (4). Usando o Teorema fundamental do Célculo, a condigao (3) e a
definicao de vy e vy, temos

b
0> / [ (&) () + p(t)" ' ()] dt + 7(a) ag + (b)) a1 = —v(a) vy — 7(b) 11 > 0,
uma contradicao. Portanto, x é minimo global.
|

O teorema abaixo estabelece como condi¢ao necessaria a E-pseudoinvexidade para que
toda funca@o estaciondria seja um minimo global do problema (PLB).

Teorema 2.3. Se toda funcao estaciondria de (PLB) € um minimo global, entdo o pro-
blema (PLB) é E-pseudoinvexo.

Demonstracao: Negando a definicao de E-pseudoinvexidade, obtemos a existéncia
de um par z,y de arcos admissiveis com J(y) < J(z) e de uma tripla (¢, ap, ) em
ACJa, b] x R™ x R" satisfazendo (1) — (2) de modo que, para todo arco v : [a,b] — R™ que
cumpra (3), a desigualdade (4) nao é vélida.

Agora, como v, = 0 é um minimo global para o problema auxiliar

minimizar - F(y) = af~(a) + af y(b) + /b [C’(t)Tv(t) + C(t)TW’(t)}dt
sujeito a v € AC ([a,b];R™), '
1(a) € TG, (2(a)) . A(b) € TG, (2(8)) . 7/(t) € B" q.tp.
podemos aplicar o Teorema 2.1, obtendo a existéncia de um arco p : [a,b] — R™ tal que

P(t) € cofw: (w,p(t) € IS (L7 (t). A1)} = { (C(1).¢() }. € [a.b] atp.
P(@) € Duho (3:(a)) + Nl ) (0(@) = {eo} + N, (a(a)

~p(b) € ey ((B) + Nl ) (v (b)) = {} + N, (2 (b))
1
Sendo assim, p satisfaz a inclusao de Euler e a condicao de transversalidade para o arco
admissivel  no problema original, de modo que x é uma fungao estacionaria. Logo, por
hipétese, z é um minimo global, o que contradiz a desigualdade J(y) < J(z). Concluimos,
assim, que o problema (PLB) é E-pseudoinvexo.

Exemplo 2.2. A fim de ilustrar os resultados acima, temos o seguinte Problema de Bolza:

minimizar J(x) = 2z(0) + z(2) + /02 [1—[x(t) — 1] + 2x(t) + 3ta' ()] dt

sujeito a € AC([0,2];R),
2(0) €[0,2], #(2) €[0,3], 2'(t) € [0,3t +2] qt.p.
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Note, neste caso, que A(t,z,v) nao é diferencidvel nem convexa em x e também que
x(t) > 0 para todo = admissivel.
Supondo que z, seja uma fungao estaciondria, existe um arco p : [a, b] — R satisfazendo

a inclusdo de Euler p/(t) € co{w : (w,p(t)) € 8L/1(t,:):*(t),xfk(t))} g.t.p., onde

{3} x {3t} se 0<z(t) <1,
OpA(t,zu(t), 2L (t) = ¢ {1FU{3} x {3t} se z.(t) =1,
{1} x {3t} se x.(t) > 1.

Assim, p(t) = 3t para 0 < t < 2, de modo que p/(t) = 3. Além disso, p satisfaz as condigoes
de transversalidade e de fronteira

(—00,2] se z.(0)

=0
p(0) € Al (x.(0)) + Néo (z+(0)) = {2} se z.(0) € (0,2),
[2,4+00) se z,(0) =2

‘ (—o0,1] se z.(2) =0,
_p(2) € drh (x*(Q)) + Nél (33*(2)) = {1} se x*(2) € ( )3)7
[1,400) se z4(2)=3.

Como p(0) = 0e —p(2) = —6, segue que x,.(0) = z,(2) = 0. Veja que, pela admissibilidade
de x4, temos 2, (t) € [0, 3t+2], isto é, 2 (t) > 0 para todo t € [0,2]. Visto que z, € AC|[0, 2],
segue que ha somente uma funcao estaciondria para este problema: x, = 0. Como x, é
minimo global, pelo Teorema 2.3, este problema deve ser E-pseudoinvexo.

De fato, considerando fun¢oes admissiveis z, y com J(y) < J(z) e uma tripla (C , QQ, al)
satisfazendo (1) — (2), basta tomar a aplicagdo absolutamente continua + : [0,2] — R"
definida por v(t) = —ap((t).

Observagao 2.1. A E-pseudoinveridade € um tipo de converidade generalizada, isto é€,
todo problema convexo € também E-pseudoinvexo. De fato, considere o problema

b
minimizar J(x) = 4y (z(a)) + ¢1 (z(b)) + / A(t,z(t),2'(t)) dt

sujeito a x € AC ([a,b];R"),
z(a) € Cy, x(b) € C1, 2'(t) € V() q.t.p.

Além das hipdteses iniciais, suponha que as funcgoes fo,41 : R™ — R e os conjuntos
Cp,C1 C R"™ sdo convexos. Suponha também que a Lagrangiana A(t,x,v) é convexa
em (x,v). Assim, os subdiferenciais limite de ly,¢1 e A em qualquer ponto coincidem
com o subdiferencial da Andlise Convexa neste mesmo ponto. Agora, sejam xz,y arcos
admissiveis com J(y) < J(z) e a tripla (¢, a0, 1) € AC[a,b] x R" x R™ de modo que as
condigoes (1) — (2) sejam satisfeitas. Podemos tomar a aplica¢ao absolutamente continua
v =7(z,y,¢( a0, a1) : [a,b] = R™ dada por y(t) = [y(t) — x(t)], obtendo

(a) € TG, (x(a)) = Tey (z(a)),  (b) € TE (2(b)) = Tey (2(D)),
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b
| [e®m™w+ o] dt+ 2@ a0+ 10 a

b
</)V@y@wﬁD—Awdmfwﬂﬁ+%@WD—%@@D+&@@D—&@@)

=J(y) —J(z) <O0.

3 Conclusoes

O interesse no estudo de problemas variacionais nao-suaves decorre da abordagem de
um contexto mais geral (e complexo) do que aqueles estudados em textos mais comuns de
Calculo das Variagoes, o caso suave.

Outro tépico de destaque no presente trabalho é a introducao da E-pseudoinvexidade,
conceito de convexidade generalizada para problemas variacionais, por meio do qual as
condicoes de transversalidade e de fronteira e a inclusdo de Euler sao suficientes para
otimalidade global.
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