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Resumo. Neste artigo foi desenvolvido o algoritmo array rapido para o filtro robustos na
forma de informacao para sistemas singulares com variacao estruturado nos parametros. Este
tipo de algoritmo, originalmente desenvolvido para sistemas no espago de estado, apresenta
vantagens se comparado com o filtro convencional calculado através da equagao de Riccati,
pois aumenta a eficiéncia e a estabilidade numérica devido ao uso de transformagoes orto-
gonais nos calculos, reduz a faixa dindmica dos valores calculados por aritmética de ponto
fixo, e reduz o esfor¢o computacional. Um exemplo numérico baseado em implementacao de
ponto fixo é apresentado para demonstrar as vantagens deste algoritmo.
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1 Introducao

A abordagem para a filtragem de sistemas desenvolvidas em [5], sintetizada através
do filtro de Kalman, tem sido aplicada em varios problemas praticos de engenharia. Ape-
sar das intensas aplicagoes e das indiscutiveis vantagens desse tipo de abordagem, o fil-
tro de Kalman padrao calculado através da equacao de Riccati apresentou limitagoes
numéricas que tém sido bastante estudadas nos ultimos anos, dentre estas vale ressal-
tar as divergéncias devido a falta de fidelidade dos algoritmos numeéricos ou modelagens
nao apropriadas dos sistemas a serem estimados [3]. Para contornar esses problemas tém
sido desenvolvidos novos algoritmos para diferentes implementacoes do filtro. Neste artigo
serd deduzido o algoritmo array rapido para filtragem robusta na forma de informagao de
sistemas singulares com variagao estruturada dos parametros no tempo.

O filtro de Kalman calculado via algoritmo array rapido apresenta algumas vantagens
se comparado ao célculo tradicional, tendo um aumento da eficiéncia e da estabilidade
numéricas, devido ao uso de transformacoes ortogonais nos célculos, além de uma redugao
da faixa dinamica dos valores calculados em implementagoes por aritmética de ponto fixo,
veja [1] e as referéncias contidas nela.
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De acordo com o conhecimento dos autores, o algoritmo array rapido ainda nao foi
usado para calcular filtros robustos de sistemas singulares com vari¢ao estruturada dos
parametros. O objetivo deste trabalho é preencher essa lacuna.

2 Preliminares

O algoritmo array rapido que sera apresentado foi desenvolvido baseado no seguinte
sistema singular sujeito a incertezas paramétricas

(Bit1+0Eip1)zip1 =
vi = (H;+6H)x; +v;,,

(Fi + (5FZ'):CZ‘ + w;,

para ¢ >0, (1)

sendo x; € R" a varidvel singular, y; € RP a medida de saida, w; € R™ e v; € RP ruidos
de processo e medida, E; 1 € R™*" F; € R™*" e H; € RP*™ matrizes conhecidas do
sistema nominal. §F; 1, 0F; e 6 H; sao pertubagoes variantes no tempo para as matrizes
do sistema nominal definidas como

5Fl' = Mfﬂ'AiNf,i,

OBt 1 = Myp;AiNejit1,

OH; = My i A;Np i, A <1, (2)

sendo My ;, My ;, Neiy1, Ny, Np; matrizes conhecidas e A; uma matriz arbitrdria limi-
tada. A condigao inicial e os ruidos de processo e de medida, {xg,w;,v;}, sdo assumidos
como sendo varidveis aleatérias de média zero nao correlacionadas com estatisticas de

segunda ordem

o

& Wy Wwj

Vi

r Py, 0 0
0 0 Rléw

sendo 0;; = 1 se ¢ = j e d;; = 0 caso contrario.
O filtro robusto na forma de informagao para sistemas singulares é apresentado a
seguir. A estimativa robusta filtrada foi desenvolvida em [10]

—1a
FojoTojo
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P i1 %it1)i+

HoTRo_lym

A _ —T — _ AN —
ETQ;Y(I — Fy(P, 1+Nf7iNf7Z-) LETQ- !

i3

_ —T ——= _ 1 A A
X FZ(F)”@I + Nf,sz,Z) 1PZ‘111.ZIZ + HlTRZ lyi_t,_l, (4)
Pl =1
0‘0 0,
_ A A _ —T == A _ A
Pl = BIO7'E - Ef Q7' F(P + NpNyy + FL QR F QT E;
+ HIR7'H; + N;iﬁh,i + WZZWW-? (5)

sendo Qi_l e R ! matrizes de parametro corrigidas dadas por

Q' = Qi+ Qy My(M — MJQ; M) T MEQ;
R7Y = R+ R7My (M — MR My )T MR (6)
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Nei=AY2N.;, Npi=A2Np Npi= AN, (7)

Observagao 2.1. Uma condi¢do suficiente para a existéncia desse filtro de informacgao
7

] tenha posto coluna completo.
H;

robusto € que [

Observagao 2.2. O ajuste dtimo desse filtro ndo € possivel ser feito online. Para este
tipo de aplicagdo filtros sub-dtimos podem ser ajustados com A\; = (1 + a)N; sendo que
para qualquer o > 0 hd garantia de estabilidade desse filtro.

3 Algoritmos Array Rapidos para Filtragem Robusta de
Sistemas Singulares

A seguir, é apresentado um resultado auxiliar utilizado na deducao do algoritmo array
rapido desta secao.

Lema 3.1. [1] Seja A e B matrizes n x m (comn < m), e seja J = (I, & —1;) uma
matriz assinatura com p +q = m. Se AJAT = BJBT tem posto completo, entio existe
uma matriz J-unitdria © tal que A = BO.

Considere ¥; € R™™", uma matriz conveniente. Os parametros I, F, H,N.;, N7;, Ny ;
variam de forma estruturada no tempo da seguinte forma

E; U] | = Fi, Ful = F i, HOL | = Hi,
NVl =N, N Ul =Ny, NpiVl == Npis1. (8)

~ ~

A variacdo dos parametros Q7' e R™! sdo feitas utilizando a forma de diferenca,
demonstrada em [6]:

0Q; = Qi — Q7 =UNUT,  OR= R - R = ViV (9)

7

onde M; e N; sao matrizes assinatura.
Utilizando estas defini¢oes, o algoritmo array rapido que calcula a equagao de Riccati
(5) de maneira alternativa, utilizada na estimativa filtrada, pode ser calculado como segue.

Algoritmo Array Rapido

Passo 0: Calcular as condigoes iniciais

-1 o
Po‘o - H07
— A A ~1 - A _ A
Pl = E{QU'Ei—E{QU Fi(lo+ Ny Ny + F{ QU F) QT Er - (10)

A 7T — 7T JE—
+ H{R'Hi+ Ny Noi+NeyNe.

Passo 1: Calcular M, utilizando uma matriz unitaria ©; de dimensoes apropriadas

1/2
@2 ;= Re,i+1 0
’ Kyiv1 Lipa

1/2
R L 0 LU

, (11)
U, Kp; 0 HLV; ELU;
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1
sendo
LI = Pl - wpul,
A —T/2 — ~1 A
Kpi = E'Q7'RR.]® Ri=Pj'+ Ny Npi+FIQ'F, (12)

A~

T -1 H—1 T _ A-1 A—1
ViM;Vi = R — R, UNU =Q; ;—Q; .
Passo 2: Portanto, P! = pode ser calculado através da seguinte equacio de diferenca
i+1]e =

p! =, P,

1.1,7 T
AT v+ LisiL] (13)

sendo S; € R** uma matriz assinatura.

Prova: A demonstracao deste algoritmo é feita da seguinte maneira. Considere a
equagao

Pifzhﬂ - \I’¢+1PZ-111M+1‘I’2'T+1 = Lis1Sit1 L. (14)

Da equacao (5), (14) pode ser reescrita como

-1 -1 T -1 T T A-1 T
Pi+2|i+2 - ‘I’i+1Pi+1u+1‘I’i+1 = _‘I’i+1Pi+1\i+1‘I'z'+1 + Ez‘+1Qi+1Ei+1 - Kf,i+1Kf,i+1
A 7’1" — 7’1" R
+ H RN Hii+ Ny N1 + Negy Negvr, (15)
T A-1 -T/2
Kyfiv1 = Ei+1Qi+1Fi+1Re,i+/1 )
-1 ~L 57 T A-1
Reiy1 = Pi+1|i+1 + Ny Ny + Fi Qi Fi
O complemento de Schur de, Pz'_+12|i+2 — \I/HlPijrll'Hl\Ifg’H, é dado por
T A-1
T Rfﬁrl Fin Qi B ) (16)
E Qi1 Fina w

sendo

-1 T T A—1 T pH-1 ~I 57 Ve v
W=-V,,P Vi +E Qi B+ Hi B Hii + Ny i1 Npjiv1 + Ne g1 Neyiga

i+1]i+1
(17)
A matriz (16) pode ser fatorada da seguinte forma
r o o o]7][RI% KLl
wRY? L, 0 FRLU [0S 0 0 Li" 0 (18)
\I/i-‘rle,i 0 HZHV; Eﬁ_lUZ‘ 0 0 Mi 0 0 ViTHZ‘_;,_l
0 0 0 Ni UiTFiJrl UiTEiJrl
Da fatoragao (18), surge a matriz
wRYP L 0 FLU 19)
U1K, 0 HLV; EL,U;
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A matriz (19) é denominada pré-array. Pode-se definir o pds-array, fatorando (16)
através da decomposicao

A B _ I 0][A o0 I A7'B (20)
C D| |cAat I 0 AA [0 I |’
A B : .
sendo AA o complemento de Schur de A em c Dl Usando esta propriedade tém-se
1/2 T/2
RE’/Z'+1 0 [ I 0 } Re,i/Jrl Kfin ' (21)
Kfﬂ‘_’_l LiJrl 0 Si+1 0 LZT+1

Portanto, de (21) surge a matriz

1/2
R, 0 ’ (22)
Kfpixn Lipa

denominada pds-array.
De acordo com o Lema (3.1), existe uma matriz (I & S; & M; & N;)-unitéria 6;, tal
que, igualando (19) e (22), que resulta na recursao dita de Chandrasekhar (11).

4 Exemplos Numéricos

Nesta secao, serd apresentado um exemplo numérico do algoritmo array réapido da
secao. Os dados para simulagdo sao os seguintes

114 0 0 097 0 0 011 0 0
E=| 0 117 0|,F={027 -078 0 |,H=| 0 056 0 |,

0 0 0 0.12 012 0.68 0 0 032

004 0 0 0.09 0 0 001 0 0
Q= 0 006 0 |,R=| 0 004 0 |,Ny=| 0 003 0 |,

0 0 0.0 0 0 003 0 0 001
01 0 0 0 0 0 05 0 0 08 0 0

Ne=|0 0 0|,Ny=|0 005 0 |,Mg=| 0 05 0 |,My=|0 08 0 |,

0 00 0 0 03 0 0 13 0 0 08

e A = 40. Foram calculados os valores singulares de ”PiTil”para trés diferentes imple-
mentagoes: ponto flutuante, utilizado como referéncia, ponto fixo para equacao de Riccati
explicita e para o algoritmo array rapido. Os desempenhos tanto da equacao de Riccati
quanto do algoritmo array sao idénticos com ponto flutuante. Para o cédlculo com ponto
fixo, foi usada uma arquitetura em 16-bits que pode representar nimeros no intervalo de
—65.543 a 65.543. Essas implementagoes foram feitas via MatLab através do fiz-point
Simulink toolbox. Pode-se notar na Figura 1, a vantagem do algoritmo array rapido em

comparac¢ao com a implementagao por equacao de Riccati explicita. Na implementacao

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0307 010307-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0307

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

em ponto fixo da equagdo de Riccati ocorreram erros numéricos. Com o algoritmo array
rapido, o resultado do calculo em ponto fixo foi equivalente ao resultado obtido no calculo
em ponto flutuante. Na Figura 2, pode-se notar que os valores singulares de ” L;”, tanto
maximo quanto minimo, tendem a zero logo nas primeiras iteracoes do algoritmo, isto
demonstra a velocidade do calculo do algoritmo.

6 00 000090
02

00000000000000000000000000000
—Ponto Flutuante(Riccati) T zoﬂ:ﬂ EMUERI?\E(R\CCEU)

© Ponto Fixo(Riccati) 1 onto Fixof Iccaﬂ)‘
| = =Ponto FixofAray Répido) Porto Fixo{Amay Répido)

— Ponto Flutuante(Riccati) | | 5
© Ponto Fixo(Riccati)
= = =Ponto Fixo(Array Répido)
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iteragbes iteragdes iteragdes

(a) Primeiro Valor Singular (b) Segundo Valor Singular (c) Terceiro Valor Singular

1
i

Figura 1: Valores Singulares de Pz|_

Méximo Valor Singular
/

Minimo Valor Singular
;

Valores Singulares

iteragdes

Figura 2: Valores Singulares de L;

5 Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi desenvolver o algoritmo array rapido para filtragem
robusta de sistemas singulares com variacao estruturada dos parametros no tempo. Tal
algoritmo foi proposto como alternativa para o calculo da equagao de Riccati usada no
filtro convencional [10]. As implementacoes dos algoritmos, em ponto fixo e em ponto
flutuante, demonstraram a robustez numérica em comparacao a equacao de Riccati.
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