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Resumo. Neste artigo, a matriz de transformagao da transformada numérica de Pascal
(TNP) ¢é investigada e novas relagoes baseadas na decomposigdo desta matriz, por meio
do produto de Kronecker de duas matrizes de Pascal, sao propostas com aplicagoes na
implementagao da TNP.
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1 Preliminares

Uma das principais razoes de se pesquisar transformadas numeéricas é o fato das mes-
mas nao apresentarem o chamado erro de arredondamento ou truncagem, uma vez que
toda a aritmética se efetua em um corpo finito. Recentemente foi introduzida a trans-
formada numérica de Pascal (TNP) [11], definida sobre o corpo finito GF(p) e baseada
no triangulo de Pascal modular. Esta transformada apresenta o interessante aspecto de
que seu comprimento e a caracteristica do corpo sao independentes, o que nao acontece
nas demais transformadas numéricas conhecidas na literatura [3], [5]. Neste cenario, Uma
questao relevante, de um modo geral, é a complexidade aritmética (entendida aqui como o
numero de multiplicagdes e adigdes) necessédria ao cdlculo da transformada. Muitos algo-
ritmos eficientes tém sido desenvolvidos visando reduzir esta complexidade aritmética [3].
A utilizagao do triangulo de Pascal [2] na defini¢ao da TNP permite que sejam exploradas
relagdes bem conhecidas, o que leva a implementagcoes eficientes da mesma [12].

Definigao 1.1. A transformada numérica de Pascal (TNP) da sequéncia v = (vo, ..., un—1),
v; € GF(p), é a sequéncia V = (Vp, Vi, ..., VN_1), Vi € GF(p), em que

N-1
Vi = Z Ciipvi (mod p). (1)
i=0
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Em formato matricial, tem-se V' = Pyv, em que os elementos de Py sao [Pyl :=
i k=01, N =1,

Teorema 1.1. (Transformada Inversa) A TNP inversa da sequéncia V = (Vo, ..., VN_1),

Vi € GF(p), € a sequéncia v = (vg, ...,uvn—1),v; € GF(p), em que

N-1 ‘ N-1 '
vi= Y [T N ey W (2)
k=0 j=Mazx(i,k)

Algumas propriedades da TNP de comprimento N = p, sobre GF(p), podem ser veri-
ficadas [11]:
i) A TNP de um impulso é uma constante.
ii) A TNP de uma constante é um impulso deslocado.
iii) Uma dada componente Vj depende apenas das componentes v;,0 <i <p—1—k.
iv) A inversa da matriz P, é triangular inferior em relacao a diagonal secundaria. Seus
elementos sao os mesmos de P, porém aparecem refletidos em relagao a esta diagonal.
v) A soma dos elementos das linhas de P,, com excecao da ultima linha, é congruente a
zero modulo p.
vi) As complexidades multiplicativa e aditiva para se computar a TNP sao, respectiva-
mente,

_plp+1)

T =2, ®)

M(N) 5

2 Decomposicao da Matriz de Pascal Modular

A matriz de Pascal sobre GF(p) apresentada em [11] pode ser decomposta como o
produto de Kronecker de duas matrizes de Pascal quando a ordem desta matriz puder
ser fatorada como o produto N = Lp. Esta importante propriedade tem relacdo com a
autoestrutura da TNP.

Teorema 2.1. A matriz de Pascal Py, em que N = Lp, sobre o corpo finito GF (p), pode
ser obtida a partir do produto de Kronecker Py = P, ® P,, em que P, e P, sao matrizes
de Pascal de ordem L e p, respectivamente.

Prova. Pela definigdo do produto de Kronecker, tem-se que os elementos da matriz AQ B,
em que A é uma matriz m x n e B é uma matriz p X ¢, sdo obtidos multiplicando-se cada
elemento da matriz A pela matriz B, obtendo-se assim uma matriz mp x ng. Como
as matrizes de Pascal sao quadradas, tem-se m = n = L e p = ¢q. Entao, a matriz
resultante do produto de Kronecker possui ordem Lp. Considere o produto de Kronecker
Py = P, ® Py, em que

11 e 1 11 e 1

1 ¢l ..ol 1 C3 oot
PL - . . 2 . L (& Pp - . . P

L ALl L B el

1 Cp G 1 Gy Cgp—Q
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3
Tem-se,
P, P, - P,
P, CiP ... CIP
Py=PL &P, — p “olp ' LYp
P, Cf_lpp CzLL_Ezpp

Sejam r e s os indices que identificam os blocos formados pelas cépias da matriz P,
multiplicada pelos termos binomiais de Pr. Entao r,s =0,1,....,L—1e [Py, s =C/, . A

matriz Py = P, ® P, é formada pelos elementos obtidos pela multiplicacao C7. +SC§'+?, em

quei,j =0,1,...,p— 1. Note que os indices das linhas (i) e das colunas (j) da matriz Py
sao dados por

i=i+rp, j=j+sp,
em qur = sz es= LZJ Assim,
p p

(r+s)! [(@+7)—(r+s)p]!
rls! (i —rp)l(j —sp)!

(PL @ Pp)ij = Cﬁscg-jﬁ(mOd p) =

Deseja-se provar que

(r+s)! [(i+7)—(r+s)p]!

(PL ® Pp)i; sl (i —rp)!(j — sp)!

= C’fﬂ» (mod p). (4)

Fixando os valores de r e s, a prova é feita por indugdo em 4. Por simetria, a prova por
inducao em j é semelhante.

i) Passo base: i = 0 = r = 0. Entao

0+s)! [(0+4) = (0+ s)p)!
( 0!3!) 'K(o —Jo)p)!(g'_sgﬁ] =1=Cpyj. (5)

ii) Passo da Inducao:

G +14) (s (rts) [i+d)— (rt )l
(i+1—rp) rls! (i —rp)l(j —sp)!

(PL® Pp)i+1,j =

Supondo que a equacao é verdadeira, entao

[(i+1+4J) = (r+s)p]

PrL® Py)is1; =
(L® p)z+1,J (Z+1—Tp)

. Cl-i+j = Cfi;+1(m0d D). (7)

'|z| denota a funcio piso de .
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Este teorema tem consequéncias que derivam das propriedades do produto de Kronec-
ker, a saber, se A e B sdo duas matrizes quaisquer, entao

1. Associatividade: AQ B C =(ARB)C=A® (B ().

2. Se A e B sdo matrizes triangulares entdo A ® B é uma matriz triangular.
3. Se A e B sdo matrizes simétricas entdo A ® B é uma matriz simétrica.
4

. Os autovalores de A ® B sao obtidos a partir do produto dos autovalores de A pelos auto-
valores de B. Esta propriedade auxilia na determinagao da autoestrutura da TNP.

Exemplo 2.1. A matriz da TNP de comprimento N = 5 possui 1 autovalor no corpo base GF(5)
e 4 autovalores no corpo de extensio GF(5%). Entdo, é possivel determinar de que forma os
autovalores da TNP de comprimento N = 25 estdo distribuidos em relacio a GF(5) e a GF(52).
O produto de autovalores no corpo base produz um autovalor no corpo base e o produto de um
autovalor no corpo base por um autovalor no corpo de extensao produz um autovalor no corpo
de extensao. Neste caso, o produto de autovalores pertencentes a GF(5%) produz metade dos
autovalores em GF(5%) e metade em GF(5). A Tabela mostra a distribuigao de autovalores da
TNP de comprimento N = 25.

Tabela 2.1: Distribui¢do de Autovalores da TNP de comprimento N=25.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0404

X lem GF(5) | 4 em GF(5%)

lem GF(5) | 1em GF(5) | 4 em GF(5°)
9 5, | 8 em GF(5)

4 em GF(5%) | 4 em GF(5%) $ om GF(52)

O
Observagdo. Apesar de existir a TNP para qualquer comprimento, a fatoracdo da matriz da TNP
por meio de um produto de Kronecker sé existe nas condigoes de Teorema [2.1

A Proposigao [2.1| permite identificar quais as poténcias de um elemento primitivo do corpo de
extensao que produzem elementos no corpo base.

p" =1

Proposigao 2.1. Se 5 = a< p—1 >, em que o € um elemento primitivo do corpo de extensdao
GF(p™), entdo, B € GF(p). Ademais, os elementos B*, em que k = 1,2,--- ,p — 1 pertencem a
GF(p).

Prova. Observe que
5(19—1) —aP" 1 = 1,

e, portanto, S € GF(p). Como as poténcias de um elemento no corpo base estdo no corpo
base, e os elementos do corpo base possuem ordens que sao divisores de (p — 1), segue-se que
ﬂkGGF(p)ak:]-v?aﬂj*l O

Proposicao 2.2. Se (n(x)) € o polinémio gerador de GF(p™), entao, pelas Relagoes de Girard
pode-se identificar qual o valor da primeira poténcia do elemento primitivo que se encontra no
corpo base, a saber

8= a(p;—11> = (—1)™x(0). (8)
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Prova. Seja () = amx™ + am_12™ 1 + -+ 4+ a12 + ag o polinémio gerador de GF (p™), em que
an, = 1. Entdo se « e os seus conjugados sao as raizes de 7(x), pelas relagoes de Girard tem-se

<pm _ 1)
alrrrteetm T G\ P ) Cqymp

e resultado segue.

3 Os Autovalores Distintos da Matriz P,

Nesta secao os autovalores distintos da matriz de transformacao da TNP de ordem p" sao
encontrados. As operacoes realizadas a seguir sao feitas médulo p.

Proposicao 3.1. A matriz de transformagdo da TNP sobre GF(p), em que p é um primo impar,
cuja ordem é N = p" satisfaz Py, = In, em que Iy € a matriz identidade de ordem N.

Prova. A matriz de transformacgao da TNP cujo comprimento é N = p” satisfaz

P% = LPNL, (9)
em que
0 0 0 0 1
0 0 01 0
L=1: 0 0
o1 --- 0 0 O
1 0 --- 0 0 O

Uma vez que L? = Iy, entdao Py, = LPyLLPyL = LP% L. Mas

LP%L = LLPNyLL = Py
e assim
Py = Py = Py = Ix.
O

Proposigao 3.2. Os autovalores associados a matriz de transforma¢do da TNP de ordem N = p",
sobre GF(p), em que p é um primo impar, satisfazem \3 = 1.

Prova. Se v é uma autosequéncia da TNP com autovalor associado A, entdao Pyv = Av.
Da Proposigao [3.1| pode-se escrever P3v = A3v = v e o resultado segue. O

Uma decorréncia da Proposicao [3.2| é que todos os autovalores da matriz de transformacgao da

TNP de ordem p” estdo no corpo base GF(p) se, e somente se, 3|(p—1). O exemplo a seguir ilustra
de que forma estes resultados podem ser usados para encontrar os autovalores da TNP.
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Exemplo 3.1. Considere a TNP de comprimento N = 25 sobre GF(5). Note que como 3t (p—1),
entdo, o tinico autovalor sobre GF(5) é A = 1. Os autovalores sobre GF(52) sao o® e a'®, em que
a é um elemento primitivo do corpo. Esses autovalores (1, a® e o'%) possuem multiplicidades 9, 8

e 8, respectivamente.

Sobre GF(7), a matriz de transformagao da TNP de comprimento N = 72 possui todos os seus
autovalores em GF (7). Esses autovalores {1, 2 e 4} possuem multiplicidades 17, 16 e 16, respecti-
vamente.

3.1 Uma forma alternativa da matriz de transformacgao inversa da TNP

Novas relagoes na matriz de transformagao da TNP foram obtidas, as quais permitem uma
implementacao mais simples da TNP inversa proposta em [11]. Este resultado tem aplicagido no
célculo desta inversa (Eq. (2)).

Proposicao 3.3. (Transformada de Pascal Inversa para N = p") A matriz de transformagdo da
TNP inversa de comprimento N = p” é a matriz de elementos

p"—1

"—1)—1
Z CH‘k Jj+k — C(p ) —(i+4)" (10)

Prova. Uma consequéncia imediata da Proposicao é que Py 1= P%. A partir da Definigao
observa-se que os elementos da matriz P% sdo dados por

p—1

[PRlii = Z ket (11)

A acdo da matriz L na Equacao @D é mapear a posicao (7, j) da matriz [Py] na posicao (p" — 1 —
i,p" — 1 — j) da matriz PZ; assim, o resultado segue. O

A Proposicao permite reescrever a expressao da TNP inversa, Equagao , para o caso em
que N = p", na forma

Z cp Hk)v (12)

4 Conclusoes

Neste trabalho novas relagbes na matriz de transformacao da TNP sao apresentadas, com
aplicagdes na transformada numérica de Pascal (TNP). Mostra-se que, para ordens que sdo multiplas
da caracteristica do corpo, é possivel decompor a matriz de Pascal modular como o produto de
Kronecker de matrizes de Pascal de ordens iguais aos fatores envolvidos nesta fatoragao. Como
consequéncia direta das propriedades do produto de Kronecker, segue-se que os autovalores da
matriz de Pascal original podem ser encontrados a partir dos autovalores das matrizes envolvidas
na fatoracao. Uma nova expressao para a TNP inversa de comprimento N = p” foi apresentada.
Aplicagbes da TNP nas areas de sistemas de comunicacdo multiusudrio, codificacdo de canal e
criptografia estao sendo investigadas.
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