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Resumo. Modelos de árvores arteriais têm sido utilizados com sucesso para obter uma me-
lhor compreensão de todos os aspectos relacionados à hemodinâmica de regiões clinicamente
relevantes do corpo humano, passando pelo diagnóstico e com aplicações no planejamento
cirúrgico. Basicamente, os modelos podem ser agrupados nas classes: anatômico, parâmetro
condensado, fractal e otimizado. Neste trabalho, foca-se na geração de modelos otimiza-
dos no contexto do método Constrained Constructive Optimization (CCO) equipado com o
efeito F̊ahræus-Lindqvist, o qual indica que a viscosidade sangúınea depende do diâmetro do
vaso através de uma função não linear. A geração desses modelos está ligada à minimização
de uma função custo. Neste trabalho, investiga-se a influência desta função na geração dos
modelos. Os resultados obtidos mostram que esta função afeta as estruturas conectivas e
topológicas dos modelos, assim como no seu perfil de pressão.

Palavras-chave. Efeito F̊ahræus-Lindqvist, Árvores Arteriais, Modelagem Computacional

1 Introdução

A partir da modelagem computacional tem sido posśıvel a construção detalhada de
modelos árvores arteriais possibilitando assim um estudo reaĺıstico e sistemático da he-
modinâmica local em regiões clinicamente relevantes do corpo humano. Esse estudo tem
sido utilizado para obter uma melhor compreensão de todos os aspectos relacionados ao
escoamento sangúıneo, desde propagação de ondas e análise do pulso de pressão, passando
pelo diagnóstico e com aplicações no planejamento cirúrgico.

Os modelos utilizados para a geração de árvores arteriais podem ser classificados como:
anatômicos [13], a parâmetros condensados [4], fractais [12, 14] e otimizados [1, 3, 7, 10].
Na linha de pesquisa deste trabalho, destacam-se os modelos otimizados de árvores cir-
culatórias gerados pelo método CCO (Constrained Constructive Optimization) [8]. Os
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modelos constrúıdos pelo CCO atendem algumas caracteŕısticas reaĺısticas de árvores co-
ronarianas reais como perfis de pressão, diâmetro dos vasos e distribuição do ângulo de
bifurcação. No entanto, este método considera uma viscosidade sangúınea constante para
construir os modelos baseados na minimização de uma função custo.

O objetivo deste trabalho é estudar a influência da função custo na construção de
modelos de árvores arteriais utilizando um algoritmo baseado no CCO que leva em conta
uma viscosidade sangúınea representada por uma função não linear que reflete o chamado
efeito F̊ahræus-Lindqvist [6].

O restante do trabalho está organizado como segue. A Seção 2 mostra o algoritmo utili-
zado para obter as árvores arteriais, suas restrições e hipóteses. Na Seção 3 são exibidos os
modelos de árvores arteriais gerados e suas propriedades morfométricas e hemodinâmicas,
e na Seção 4 as conclusões da pesquisa e trabalhos futuros.

2 Construção de Modelos de Árvores Arteriais

A construção de modelos de árvores arteriais é baseada nas seguintes hipóteses e res-
trições inspiradas no método CCO [7,8]:

• O conceito associado à construção das árvores é o de minimizar a função custo

T = Cλ

Ktot∑
i=1

lir
λ
i , (1)

onde Cλ e λ são parâmetros constantes predefinidos, li é o tamanho do segmento i,
ri o seu raio, e Ktot o número de segmentos na árvore em estágio de crescimento.

A constante Cλ não influencia na otimização da função. Ela é escolhida de acordo
com o valor de λ de forma que T represente alguma propriedade morfométrica do
modelo [9], tais como: volume intravascular, soma dos comprimentos dos segmentos.

Em [9], os autores utilizaram λ = 0, 1, 2, 3 e 4. A Tabela 1 mostra a constante
escolhida para cada valor de λ;

• A árvore arterial é representada por uma rede de ramificação binária de tubos ŕıgidos
ciĺındricos (segmentos), e através destes segmentos o sangue escoa em regime laminar
e estacionário;

• A árvore bifurca a partir do segmento raiz até Nterm segmentos terminais que tem
o papel de fornecer sangue a região microcirculatória.

• Em cada bifurcação, os raios do segmento pai (ri) e dos segmentos filhos (resq e rdir)
obedecem a lei de Murray [11]:

rγi = rγesq + rγdir (2)

sendo o expoente γ ∈ [2, 55; 3] um valor mantido constante durante o processo de
geração do modelo;
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Tabela 1: Variações da função custo dada pela Equação (1) para cada valor de λ.

λ Cλ Função Custo (T) Significado

0 1
∑Ktot

i=1 li Comprimento dos segmentos

1 2π 2π
∑Ktot

i=1 liri Área da superf́ıcie total

2 π π
∑Ktot

i=1 lir
2
i Volume intravascular total

3 2π2 2π2
∑Ktot

i=1 lir
3
i Superf́ıcie × corte transversal

4 π2 π2
∑Ktot

i=1 lir
4
i Volume × corte transversal

• A resistência hidrodinâmica Ri do segmento i é dada pela lei de Poiseuille:

Ri =
8ηili
πr4i

, (3)

sendo ηi a viscosidade sangúınea não linear dada por [6]:

ηi(di) = ηp

[
1 + (η0,45 − 1)

(
di

di − 1, 1

)2
](

di
di − 1, 1

)2

, (4)

onde di é o diâmetro do segmento i, ηp = 1, 1245 cP a viscosidade do plasma, e
η0,45 a viscosidade aparente do plasma para uma descarga de hematócrito de 0,45
calculada por

η0,45 = 6 exp(−0, 085di) + 3, 2− 2, 44 exp(−0, 06d0,645i ); (5)

• A queda de pressão ao longo do segmento i é calculada por:

∆pi = RiQi; (6)

• Cada segmento terminal entrega uma mesma quantidade de fluxo sangúıneo Qterm =
Qperf/Nterm à região microcirculatória (não modelada em detalhe);

• No segmento raiz da árvore são impostos um fluxo de perfusão Qperf e uma pressão
de perfusão pperf . Logo, a queda de pressão resultante da árvore é

∆p = pperf − pterm, (7)

sendo pterm a pressão distal nos segmentos terminais, que é mantida constante du-
rante a geração do modelo da árvore arterial. A partir dessas informações é posśıvel
obter a pressão distal de qualquer segmento i da árvore:

pi = pperf −
∑
i∈C

∆pi, (8)
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sendo C o conjunto de todos os segmentos do caminho do segmento raiz do modelo
até o segmento i.

O Algoritmo 1 descreve os passos para a construção do modelo de árvore arterial
baseado nas hipóteses e restrições mencionadas anteriormente, as quais são satisfeitas
ajustando os raios dos segmentos. O primeiro segmento criado na árvore é a raiz. A
posição proximal (xprox) deste segmento é fixada no contorno do domı́nio de perfusão
(Dperf ), depois é gerada a posição distal dentro de Dperf e conectada a xprox se obedecer
à um critério de distância preestabelecido (ver [1]). Os demais segmentos são gerados até
o número de segmentos terminais ser atingido, ou seja, Nterm. A árvore terá um total
de Ktot = 2Nterm − 1 segmentos. Na linha 13 do algoritmo são obtidos todos os Ncon

segmentos viáveis para conectar xinew. Um segmento viável é aquele no qual ao criar a
bifurcação, o novo segmento terminal (inew) não intercepta outro segmento da árvore que
não esteja envolvido na bifurcação criada. Na linha 16 do algoritmo, a posição xinew é
conectada no ponto médio do segmento viável j e esse ponto da bifurcação é movimentado
de modo a minimizar a função custo (Equação (1)), chamamos esse processo de otimização
do ponto da bifurcação (linha 18). Durante todo o processo de crescimento da árvore, os
raios dos segmentos são ajustados para atender as condições de contorno fisiológicas e
restrições [1].

Destaca-se que ao adicionar um novo segmento terminal na árvore considera-se, ini-
cialmente, a viscosidade ηi = 3.6 cP para tal segmento. O processo de atualização da
viscosidade sangúınea dos segmentos (linhas 7 e 17) requer a utilização de um procedi-
mento iterativo. A condição de parada para tal procedimento é atingida quando o raio
deste segmento terminal converge com uma precisão predefinida (ε = 10−5, por exemplo).

3 Resultados

Nesta seção apresentam-se os resultados obtidos com o Algoritmo 1 utilizando os dife-
rentes valores do parâmetro λ na função custo (Equação (1)).

Em [9] os autores analisaram a influência na escolha da função custo em modelos de
árvores arteriais gerados utilizando uma viscosidade sangúınea constante (ηi = 3, 6 cP)
durante toda a geração da árvore. Neste trabalho a análise foi feita nos modelos gerados
utilizando uma função não linear para representar a viscosidade (Equação (4)).

Para realizar essas simulações, tais parâmetros foram utilizados [9]: pressão terminal
pterm = 60 mmHg, pressão de perfusão pperf = 100 mmHg, fluxo de perfusão Qperf = 500
mL/min., segmentos terminais Nterm = 4000, expoente de bifurcação γ = 3, e domı́nio
circular de área igual a 7850 mm2. Em suma, ∆p = 40 mmHg.

Na Figura 1 apresenta-se cada modelo resultante com a função custo escolhida depen-
dente do λ. Estes resultados evidenciam que a função custo afeta significantemente as
estruturas conectiva e topológica do modelo.

O gráfico da Figura 2 mostra o perfil de pressão desses modelos. Para obtenção destes
perfis, os raios dos segmentos foram classificados de acordo com a sua magnitude. Para
cada classe, obteve-se o raio médio e pressão distal média dos segmentos. Evidentemente,
esta propriedade hemodinâmica é diferente para cada modelo, pois os modelos possuem
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Algoritmo 1: Construção do modelo de árvore arterial

Dados: Dperf , xprox, Qperf , Nterm, ∆p, γ, ηi = ηi(di).
1 Fixar a posição proximal xprox do segmento raiz no domı́nio de perfusão Dperf ;
2 Repita
3 Gerar a posição distal xinew para o segmento raiz dentro do domı́nio de perfusão;
4 Verificar o critério de distância xinew em relação à posição proximal da raiz xprox;

5 até xinew ser viável ;
6 Conectar xinew a xprox (planta segmento raiz);
7 Atualizar a viscosidade do segmento raiz;
8 Enquanto não for atingido Nterm faça
9 Repita

10 Gerar a posição distal xinew do segmento terminal dentro do domı́nio Dperf ;
11 Verificar o critério de distância de xinew em relação aos segmentos da árvore;

12 até o critério de distância ser satisfeito;
13 Obter os Ncon segmentos vizinhos de xinew viáveis para a conexão;
14 Armazenar o valor da viscosidade ηi para cada segmento i via a Equação (4);
15 Para j = 1 até Ncon faça
16 Conectar xinew no ponto médio de xibif do segmento j;
17 Atualizar a viscosidade do novo segmento terminal;
18 Otimizar o ponto de bifurcação;
19 Retornar o estado inicial da árvore antes da conexão;

20 Conectar xinew ao segmento que tem o menor valor da função custo;

21 Obter as quantidades calculadas do modelo.

caracteŕısticas morformétricas diferentes como ressaltadas anteriormente. Destaca-se que
a resposta hemodinâmica do modelo gerado com função pré-fixada com λ = 0 é a mais
diferente comparada com as demais, o que também não é uma surpresa já que a arquitetura
deste modelo representa um padrão em que é dif́ıcil visualizar as ramificações binárias
existentes. Para λ = 4 as estruturas topológica e conectivas do modelo representam
ramificações binárias não condizentes com a realidade.

Nos modelos foi observado a redução do ńıvel máximo de bifurcação (Nbif ) de acordo
com aumento do parâmetro λ. Nı́vel de bifurcação é o número de bifurcações proximais
a um dado segmento. Os valores encontrados nos modelos foram Nbif = 162, 94, 88, 84,
81 para λ = 0, 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Este resultado também foi encontrado nos
modelos gerados utilizando viscosidade sangúınea linear em [9].

4 Conclusões e trabalhos futuros

A função custo afeta tanto as estruturas conectiva e topológica dos modelos de árvores
arteriais quanto a distribuição de pressão ao longo da árvore. Alguns dos valores usados
para o parâmetro λ apresentaram modelos que fogem da realidade de árvores arteriais.
Cabe destacar que a função custo T com λ = 2 é a mais empregada na literatura na
linha de pesquisa deste trabalho, pois minimizar o volume intravascular total do sangue
do modelo é bastante aceitável dado que o nosso sistema circulatório segue de alguma
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(a) λ = 0 (b) λ = 1 (c) λ = 2

(d) λ = 3 (e) λ = 4

Figura 1: Impacto da função custo nos modelos de árvores arteriais geradas empregando
o Algoritmo 1.

Figura 2: Influência da escolha da função custo nos perfis de pressão dos modelos.

forma este prinćıpio de otimização.

Como trabalhos futuros pretende-se utilizar os modelos de árvores arteriais gerados
como condições de contorno de um modelo matemático do sistema cardiovascular, podendo
assim fazer um estudo mais detalhado da hemodinâmica vascular.
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