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Resumo.Neste trabalho estudamos condições de qualificação e otimalidade para Problemas
de equiĺıbrio de Nash generalizados (GNEPs) relações análogas como o caso de otimização
são discutidas. As GNEPs são uma generalização do clássico Problema de equiĺıbrio de Nash
(NEP) onde os conjuntos de estratégias de cada jogador dependem das escolhas dos outros.
Usando estas condições de qualificação e otimalidade definimos e provamos convergência
global de um algoritmo tipo lagrangiano aumentado que calcula um ponto Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) de uma GNEP.
Palavras-chave.Problemas de equiĺıbrio de Nash generalizados, Condições de otimalidade,
condiçãoes de qualificação, lagrangiano aumentado

1 Introdução

John Forbes Nash (1928-2015) ampliou a teoria de Von Neumann e Morgenstern de-
senvolvida em Teoria dos Jogos e o Comportamento Econômico e demonstrou matematica-
mente a existência de um equiĺıbrio para jogos de n-pessoas em jogos não-cooperativas. O
Problema de Equiĺıbrio de Nash (NEP) foi amplamente aprovado de ser eficiente, aplicável
e rico de consequências.
A teoria do Equiĺıbrio de Nash foi generalizada por Debreu e formalmente abordada em
seu trabalho, ’Um teorema de existência social de equiĺıbrio’, em 1952, quando foi intro-
duzido o termo GNEP (Problema do Equiĺıbrio de Nash Generalizado). Este trabalho
serviu de base matemática para Arrow e Debreu escreverem o artigo, ’Existência de um
Equiĺıbrio para Economia Competitiva’, em 1954.
Após ao trabalho de Arrow e Debreu, pesquisadores concentraram seus estudos da GNEP
com mais intensidade a partir da década dos 90, ao mesmo tempo que o GNEP passou a
ser aplicado fora do âmbito econômico, como em ciências da computação, pesquisa ope-
racional, engenharia das telecomunicações, problemas de transporte, análise de mercados
e de cenários de poluição e outros; procurando então na necessidade de algoritmos para o
cálculo de pontos de equiĺıbrio.
Este trabalho tem dois objetivos um de tipo qualitativo e outro algoŕıtmico, primeiro de-
finimos e estudamos condições de otimalidade e de qualificação para GNEPs fazendo uma
analogia com otimização, conceitos como cone tangente, normal e linearizado são defini-
dos e relações similares com otimização são encontradas, uma condição tipo Guignard é
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estudada, discutiremos sobre a possibilidade que esta condição é a mı́nima condição que
garante KKT em um ponto de equiĺıbrio.
Condições de qualificação (CQ) em otimização são condições que satisfeitas em uma
solução garantem KKT, nos estendemos as clássicas CQ considerando a natureza das
GNEP,a mais recente CQ serão usadas para a prova de convergência de um método tipo
lagrangiano aumentado para GNEPs. O conceito de AKKT dado para problemas de oti-
mização será estendido para GENPs e discutiremos sobre a possibilidade que seja uma
condição de otimalidade para o GENP.
Como segundo ponto apresentamos um algoritmo tipo lagrangiano aumentado para achar
um ponto KKT de uma GNEP,este algoritmo é sugerido por um algoritmo tipo penali-
dade para desigualdades quase variacionais (QVI) em [3].Provamos convergência global do
método a um ponto KKT da GNEP usando a condição de qualificação CCP para GNEP,o
método assim como no caso de otimização resolve GNEPs nos subproblemas que se acham
sejam mais fácies de resolver que a GENEP original, um estudo de como resolver estes
subproblemas é feito, alguns resultados numéricos são apresentados.

2 Condições de otimalidade e qualificação

Consideremos uma GNEP com N jogadores onde cada jogador controla a variável
xv ∈ Rnv , o problema para o v−esimo jogador é

Pv(x
−v) minfv(xv, x−v)

sujeto gvi (xv, x−v) ≤ 0 i = 1, ...,mv
(1)

Para f : Rn → R e gv : Rn → Rv para v = 1, ..., N , onde x−v = (x1, .., xv−1, xv+1, ..., xN )
e qualquer vetor x ∈ Rn pode ser expresado como x = (xv, x−v).
Um ponto de equiĺıbrio generalizado é um ponto x∗ ∈ Rn tal que x∗,v satisfaz o problema
P v(x∗,−v) para cada v = 1, ..N .
Assumamos que fv, gv são C1 para cada v = 1, .., N se x∗ é uma solução da GNEP e se
uma condição de qualificação é satisfeita em x∗,v com respeito ao conjunto Xv(x∗,−v) =
{xv ∈ Rnv : gv(xv, x∗,−v) ≤ 0} então existem vetores λ∗,v ∈ Rmv tal que (x∗,v, λ∗,v) satisfaz
as clássicas condições de Karush-Kunh-Tucker para o v−esimo jogador:

KKTv : ∇xvLv(xv, x∗,−v, λv) = 0

λvi ≥ 0, gvi (xv, x∗,−v) ≤ 0, λvi g
v
i (xv, x∗,−v) = 0, ∀i = 1, ..mv

onde Lv : Rnv × Rmv → R é o lagrangiano do problema P v(x∗,−v) definido como:

Lv(x
v, x∗,−v, λv) = fv(xv, x∗,−v) +

N∑
i=1

λvi g
v
i (xv, x∗,−v)

Para uma GENP o sistema obtido pela união dos N sistemas KKTv é chamado:
Sistema KKT associado à GNEP.
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L(x, λ) = 0, λ ≥ 0, g(x) ≤ 0, λT g(x) = 0 (2)

L(x, λ) = (∇xvLv(x, λv))Nv=1 e g(x) = (gv(x))Nv=1 ∈ Rm, λ = (λv)Nv=1 ∈ Rm
O conjunto viável para a GNEP e denotado e definido comoW = {x ∈ Rn : gv(x) ≤ 0, v = 1, .., N}.
Para v = 1, .., n as restrições ativas do jogador v−esimo em x∗ ∈ W são definidas como
αv(x∗) = {i : gvi (x∗) = 0}.
Para uma GNEP conceitos como cone normal e tangente são definidos.

Definição 2.1. (Cone N-tangente) Dados x ∈ W denotamos por Γ(x,N) o cone N-
tangente a W em x e é definido por

Γ(x,N) = {0} ∪
{
d ∈ Rn : ∃xk ∈ X(x), xk → x,

xk,v − xv

‖xk − x‖
→ dv

‖d‖
, v = 1, .., N

}
Onde X(x) =

∏N
v=1X

v(x−v)

Definição 2.2. (Cone N-polar ) Seja C ⊆ Rn um cone. Denotemos por C0
N o cone

N-polar de C dado por:

C0
N = {w ∈ Rn : wvdv ≤ 0, v = 1, ..., N, ∀d ∈ C}

Definição 2.3. (Cone N-Linearizado ) Dado x ∈ W denotemos por L(x,N) o cone N-
linearizado de W em x dado por

L(x,N) = {w ∈ Rn : wv∇xvgvi (x) ≤ 0, v = 1, ..., N i ∈ αv(x)}

Nós provamos o seguinte resultado.
Teorema 2.1 (KKT) Seja x∗ ∈ W uma solução da GNEP, e suponha que Γ0

N (x∗, N) =
L0
N (x∗, N), então existem para cada v = 1, .., N vetores lv ∈ Rmv tal que

−∇xvfv(x∗) =
∑

i∈αv(x∗)

lvi∇xvgvi (x∗) lvi ≥ 0

Discutiremos sobre a possibilidade que esta condição tipo Guignard Γ0
N (x∗, N) = L0

N (x∗, N)
seja a mı́nima condição de qualificação que garante KKT.
Nós introduzimos o conceito de ponto AKKT como no caso de otimização onde se prova
que é uma condição de otimalidade para porblemas de programação linear com restrições
de igualdade e desigualdade ver [2].

Definição 2.4. (AKKT para GNEPs) Dizemos que x∗ ∈W satisfaz AKKT se existe uma
sequência (xk) tal que

lim
k→∞

xk = x∗
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e para cada v = 1, ..N existem multiplicadores
{
λk,v

}
⊆ Rrv+ onde rv = |αv(x∗)| tal que

lim
k→∞

∥∥∥∥∥∥∇xvfv(xk) +
∑

i∈αv(x∗)

λk,vi ∇xvg
v
i (xk)

∥∥∥∥∥∥ = 0

λk,vi ≥ 0(i ∈ αv(x∗))

Nós provamos que AKKT ém uma condição de otimalidade para NEPs e discutiremos
sobre a possibilidade que também seja uma condição de otimalidade para uma GNEP
geral.
Em otimização a condição de qualificação CCP foi introduzida e foi provada que é a mais
fraca que garante que AKKT implica KKT. Nós provamos um resultado análogo definindo
CCP para GNEPs da seguinte maneira.
Definição 2.5 (CCP-GNEP) Dizemos que ocurre CCP para a GNEP em um ponto x∗ ∈
W quando para cada v = 1, ..., N a multifunção Kv(.) é semicontinua exteriormente em
x∗ isto é lim supy→x∗ K

v(y) ⊂ Kv(x∗),onde

Kv(y) =

v ∈ Rnv : v =
∑

i∈αv(x∗)

λvi∇xvgvi (y) λvi ≥ 0


e

lim sup
y→x∗

Kv(y) =
{
w ∈ Rnv : ∃yk → x∗,∃wk → w,wk ∈ Kv(yk)

}
Esta condição de qualificação para GNEPs sera usada também para provar a convergência
global de um algoritmo tipo lagrangiano aumentado para GNEPs.
Nós provamos que que CCP é a condição de qualificação mais fraca posśıvel que garante
que AKKT implica KKT.
Teorema 2.2 Seja x∗ ∈ W tal que satisfaz CCP se e somente se para quaisquer funções
objetivo f1, .., fN tal que x∗ é AKKT então x∗ é KKT.

3 Um algoritmo tipo lagrangiano aumentado e resultados
de convergência

O seguinte algoritmo tipo lagrangiano aumentado e definido para obter um ponto KKT
de uma GNEP.
Algoritmo (Enfoque com sequências de GNEPs para a GENP)
P1) Seja umax ∈ Rm+ , τ ∈ 〈0, 1〉, γ > 1 escolhemos (x0, λ0, µ0) ∈ Rn × Rm × Rl, u0 ∈
[0, umax], ρ0 ∈ RN com ρ0 > 0 e ε0 > 0. Fazer k = 0
P2) Se (xk, λk, µk) é um ponto KKT da GNEP parar.
P3)Calcular um ponto (xk+1, µk+1), εk− aproximado KKT do GNEP (uk, ρk) isto é um
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ponto que satisfaz para cada v = 1, .., N∥∥∥∥∥∥∇xvfv(xv, x−v) +

mv∑
i=1

max
{

0, uk,vi + ρk,vgvi (xv, x−v)
}
∇xvgvi (xv, x−v) +

lv∑
j=1

µvj∇xvhvj (xv, x−v)

∥∥∥∥∥∥ ≤ εk
(3)

µvj ≥ −εk hvj (x
v, x−v) ≤ εk,

∣∣µvjhvj (xv, x−v)∣∣ ≤ εk, j = 1, ..., lv
(4)

depois definir λk+1,v = max
{

0, uk,v + ρk,vgv(xk+1)
}

para v = 1...N
P4)Para v = 1, ..., N , se∥∥∥max{gv(xk+1),−λk+1,v

}∥∥∥ ≤ τ ∥∥∥max{gv(xk),−λk,v}∥∥∥
entao ρk+1,v = ρk,v outro caso ρk+1,v = γρk,v

P5) Escolher uk+1 ∈ [0, umax] e εk+1 ≤ εk. Fazer k → k + 1 ir ao passo 2.
Nós provamos que o algotirmo gera sequências AKKT e obtemos o seguinte resultado de
convergência.
Teorema 3.1 Seja x∗ um ponto de acumulação de uma sequência (xk) gerada pelo algo-
ritmo, seja εk → 0 e assumamos que a εk−estacionaridade ocorre com µk,v ≥ 0 para cada
v = 1, .., N .
Se x∗ satisfaz CCP entao existem multiplicadores (λ∗, µ∗) ∈ Rm × Rl tal que (x∗, λ∗, µ∗)
é um ponto KKT da GNEP.

4 Conclusões

O trabalho apresenta propridades qualitativas para as GNEPs que preenchem um vazio
na literatura das GNEPs, onde tem-se uma predominância de trabalhos sobre algoritmos
para calcular pontos de equiĺıbrio.
Apresentamos também um metodo robusto que tem convergência global sem hipoteses de
convexidade.
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