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Resumo.Neste trabalho estudamos condicoes de qualificacao e otimalidade para Problemas
de equilibrio de Nash generalizados (GNEPs) relagoes anédlogas como o caso de otimizagao
sao discutidas. As GNEPs sao uma generalizacao do cldssico Problema de equilibrio de Nash
(NEP) onde os conjuntos de estratégias de cada jogador dependem das escolhas dos outros.
Usando estas condigoes de qualificacao e otimalidade definimos e provamos convergéncia
global de um algoritmo tipo lagrangiano aumentado que calcula um ponto Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) de uma GNEP.
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1 Introducao

John Forbes Nash (1928-2015) ampliou a teoria de Von Neumann e Morgenstern de-
senvolvida em Teoria dos Jogos e o Comportamento Econémico e demonstrou matematica-
mente a existéncia de um equilibrio para jogos de n-pessoas em jogos nao-cooperativas. O
Problema de Equilibrio de Nash (NEP) foi amplamente aprovado de ser eficiente, aplicdvel
e rico de consequéncias.

A teoria do Equilibrio de Nash foi generalizada por Debreu e formalmente abordada em
seu trabalho, "Um teorema de existéncia social de equilibrio’, em 1952, quando foi intro-
duzido o termo GNEP (Problema do Equilibrio de Nash Generalizado). Este trabalho
serviu de base matemaética para Arrow e Debreu escreverem o artigo, 'Existéncia de um
Equilibrio para Economia Competitiva’, em 1954.

Apobs ao trabalho de Arrow e Debreu, pesquisadores concentraram seus estudos da GNEP
com mais intensidade a partir da década dos 90, ao mesmo tempo que o GNEP passou a
ser aplicado fora do ambito economico, como em ciéncias da computacao, pesquisa ope-
racional, engenharia das telecomunicacoes, problemas de transporte, anédlise de mercados
e de cenarios de poluicao e outros; procurando entdao na necessidade de algoritmos para o
calculo de pontos de equilibrio.

Este trabalho tem dois objetivos um de tipo qualitativo e outro algoritmico, primeiro de-
finimos e estudamos condicoes de otimalidade e de qualificagao para GNEPs fazendo uma
analogia com otimizagao, conceitos como cone tangente, normal e linearizado sdo defini-
dos e relacoes similares com otimizacao sao encontradas, uma condicao tipo Guignard é
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estudada, discutiremos sobre a possibilidade que esta condicao é a minima condigao que
garante KKT em um ponto de equilibrio.

Condigoes de qualificacao (CQ) em otimizacao sdao condigoes que satisfeitas em uma
solugao garantem KKT, nos estendemos as classicas CQ considerando a natureza das
GNEP,a mais recente CQ serao usadas para a prova de convergéncia de um método tipo
lagrangiano aumentado para GNEPs. O conceito de AKKT dado para problemas de oti-
mizacao sera estendido para GENPs e discutiremos sobre a possibilidade que seja uma
condicao de otimalidade para o GENP.

Como segundo ponto apresentamos um algoritmo tipo lagrangiano aumentado para achar
um ponto KKT de uma GNEP,este algoritmo é sugerido por um algoritmo tipo penali-
dade para desigualdades quase variacionais (QVI) em [3].Provamos convergéncia global do
método a um ponto KKT da GNEP usando a condi¢ao de qualificacao CCP para GNEP,0
método assim como no caso de otimizagao resolve GNEPs nos subproblemas que se acham
sejam mais facies de resolver que a GENEP original, um estudo de como resolver estes
subproblemas ¢ feito, alguns resultados numéricos sao apresentados.

2 Condicoes de otimalidade e qualificagao

Consideremos uma GNEP com N jogadores onde cada jogador controla a varidvel
z¥ € R™ o problema para o v—esimo jogador é

P,(x7?) minfv(z¥, z7Y)
sujeto gy (z¥,27") <0 i=1,...,my

Para f:R" = Re g’ : R" = RY parav = 1,..., N, onde 7% = (z!,.., 2", 2v*1 .. 2V)
e qualquer vetor x € R™ pode ser expresado como = = (¥, x7").

Um ponto de equilibrio generalizado é um ponto z* € R™ tal que *" satisfaz o problema
PY(z*~") para cada v =1, ..N.

Assumamos que fY,g" sdo C! para cada v = 1,.., N se z* é uma solucdo da GNEP e se
uma condi¢ao de qualificacao é satisfeita em z*" com respeito ao conjunto X"(z*7") =
{z¥" € R™ : g¥(a",2%~") < 0} entdo existem vetores A*¥ € R tal que (z*¥, \*") satisfaz
as classicas condi¢oes de Karush-Kunh-Tucker para o v—esimo jogador:

KKT,: VgLy(x’, 27" A")=0
A; >0, gi(z¥, 257" < Mgl (¥, 257Y) =0,Vi = 1,..m,

onde L, : R™ x R™ — R é o lagrangiano do problema P"(z*~") definido como:
Ly(z?, 27" AY) = f(z?, 2™ —1—2)\”92 v, 7Y

Para uma GENP o sistema obtido pela unido dos N sistemas K KT, é chamado:
Sistema KKT associado a GNEP.
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L(z,A) =0, A>0, g(z)<0, Mg)=0 (2)

L(z,A) = (Voo L*(2,A"))02 1 e g(2) = (¢°(2))yL, € R™, A= (AV);L; € R™

O conjunto vidvel para a GNEP e denotado e definido como W = {x € R" : ¢*(z) <0, v=1,..,N}.
Para v = 1,..,n as restrigoes ativas do jogador v—esimo em x* € W sao definidas como

a’(z*) = {i:gf(z*) =0}.

Para uma GNEP conceitos como cone normal e tangente sao definidos.

Definicao 2.1. (Cone N-tangente) Dados x € W denotamos por I'(x,N) o cone N-
tangente a W em x e € definido por
x

kv _ v v
F(:U,N):{O}U{dER":EkaEX(:c),xkﬁx, M—),ijn, vzl,..,N}
-z

Onde X (z) = Hivzl XU(x™")

Definigao 2.2. (Cone N-polar ) Seja C C R™ um cone. Denotemos por CJOV 0 cone
N-polar de C dado por:

CY ={weR":w'd’ <0,v=1,..,N, VdeC}

Definicao 2.3. (Cone N-Linearizado ) Dado x € W denotemos por L(x,N) o cone N-
linearizado de W em x dado por

L(z,N)={w e R" : w'Vyg/(z) <0,v=1,...,N i€ca’(z)}

Nés provamos o seguinte resultado.
Teorema 2.1 (KKT) Seja 2* € W uma solugio da GNEP, e suponha que I'}(z*, N) =
LY (x*, N), entdo existem para cada v = 1,.., N vetores [V € R™ tal que

Ve f(@*) = Y Vagl(a®) 1} >0

i€a?(z*)

Discutiremos sobre a possibilidade que esta condigdo tipo Guignard I'Y (z*, N) = LY (z*, N)
seja a minima condicdo de qualificacao que garante KKT.

Noés introduzimos o conceito de ponto AKKT como no caso de otimizacdo onde se prova
que é uma condicao de otimalidade para porblemas de programacao linear com restrigoes
de igualdade e desigualdade ver [2].

Definicao 2.4. (AKKT para GNEPs) Dizemos que x* € W satisfaz AKKT se existe uma
sequéncia (z*) tal que

lim zF = 2*

k—o00
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e para cada v =1,..N existem multiplicadores {)\k’”} C RY” onde r, = |a”(z*)| tal que

lim |[Veo f22%) + 3 AFVangf(ah)| = 0

k—o0
i€a?(z*)

)\f’v >0(i € a’(x"))

No6s provamos que AKKT ém uma condicao de otimalidade para NEPs e discutiremos
sobre a possibilidade que também seja uma condicdo de otimalidade para uma GNEP
geral.

FEm otimizacao a condicao de qualificagao CCP foi introduzida e foi provada que é a mais
fraca que garante que AKKT implica KKT. Nés provamos um resultado analogo definindo
CCP para GNEPs da seguinte maneira.

Definicao 2.5 (CCP-GNEP) Dizemos que ocurre CCP para a GNEP em um ponto z* €
W quando para cada v = 1,..., N a multifungdo K"(.) é semicontinua exteriormente em
x* isto é limsup,_,,» K¥(y) C K*(x*),onde

K'y)={veR™:v=" 3 MVagy) A >0

i€av (z*)

limsup K“(y) = {w eR™ : Ik — 2%, Fuk — w,wh € K”(yk)}
y—x*

Esta condigao de qualificacao para GNEPs sera usada também para provar a convergéncia
global de um algoritmo tipo lagrangiano aumentado para GNEPs.
Nos provamos que que CCP é a condigao de qualificagao mais fraca possivel que garante
que AKKT implica KKT.
Teorema 2.2 Seja x* € W tal que satisfaz CCP se e somente se para quaisquer fungoes
objetivo f1,.., fV tal que z* é AKKT entao z* é KKT.

3 Um algoritmo tipo lagrangiano aumentado e resultados
de convergéncia

O seguinte algoritmo tipo lagrangiano aumentado e definido para obter um ponto KKT
de uma GNEP.
Algoritmo (Enfoque com sequéncias de GNEPs para a GENP)
P1) Seja u™® € R™, 7 € (0,1), v > 1 escolhemos (2%, A%, %) € R* x R™ x R!, u¥ €
[0,um®], p0 € RY com p° > 0 e ¢ > 0. Fazer k =0
P2) Se (¥, \*, u*) é um ponto KKT da GNEP parar.
P3)Calcular um ponto (zF*1, /*+1) ¢, — aproximado KKT do GNEP(u¥, p¥) isto é um
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ponto que satisfaz para cada v =1,..,N

ly
Voo f¥(z )+ Zmax {0 w4+ pFv gl (o _U)} Vgl (2%,277) + Z,ugvxvhg(:n”,x_”) < e

j=1
(3)
py > —ex hi(z",27") < e, ’u”h” ', x ”)‘ <e, j=1,...1,

(4)

depois definir A1V = max {0,uP? + pFvg? (2F 1)} para v =1..N
P4)Parav =1,...,N, se

| R e e

k+1,v k+1,v

entao p = pF? outro caso p = kv

P5) Escolher u**1 € [0,u™®] e €411 < €. Fazer k — k + 1 ir ao passo 2.

Noés provamos que o algotirmo gera sequéncias AKKT e obtemos o seguinte resultado de
convergeéncia.

Teorema 3.1 Seja z* um ponto de acumulacdo de uma sequéncia (z¥) gerada pelo algo-
ritmo, seja €, — 0 e assumamos que a € —estacionaridade ocorre com p** > 0 para cada
v=1,..,N .

Se z* satisfaz CCP entao existem multiplicadores (\*, u*) € R™ x R! tal que (z*, \*, u*)
é um ponto KKT da GNEP.

4 Conclusoes

O trabalho apresenta propridades qualitativas para as GNEPs que preenchem um vazio
na literatura das GNEPs, onde tem-se uma predominancia de trabalhos sobre algoritmos
para calcular pontos de equilibrio.

Apresentamos também um metodo robusto que tem convergéncia global sem hipoteses de
convexidade.
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