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Resumo. A Q- energia de um grafo G com n vértices e m arestas ¢ definida por LE™(G) =
Z?:l ‘qi - 27"“ ,onde g1 > ... > g, sao os autovalores da matriz laplaciana sem sinal Q
de G. Nesta nota, construimos duas familias infinitas de pares de grafos threshold com o
mesmo numero de vértices, a mesma Q-energia e diferentes espectros com respeito a matriz

Q.
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1 Introducao

Dado um grafo simples G com vértices vy, -+ ,v, € m arestas, considere sua matriz de
adjacéncia A = [a;;], ou seja, a matriz de ordem n x n onde a;; = 1 ou 0, caso haja ou
nao aresta entre os vértices v; e vj. A relacao Q = A + D, onde D ¢é a matrix diagonal
cujos elementos nao nulos sao os graus dos vértices de GG, define Q, que é chamada matriz
laplaciana sem sinal de G. A matriz Q é semidefinida positiva e portanto, seus autovalores
sao nao negativos. O espectro laplaciano sem sinal do grafo G é o multiconjunto formado
pelos autovalores da matriz Q, que sao aqui denotados em ordem nao decrescente por
g1 2922 qn-

Em Teoria Espectral de Grafos, estuda-se o espectro de matrizes associadas a um
grafo para investigar algumas de suas propriedades estruturais, tais como conectividade,
nimero de triangulos, etc - sugerimos [2] para os fundamentos da area e [3] para um estudo
especifico de propriedades da matriz Q. Um parametro espectral relacionado com a matriz
Q ¢é a energia laplaciana sem sinal (ou Q-energia) do grafo G, definida por

n

LET(G) =)

i=1

2m

G — —1|.
n

Uma vertente da investigacdo sobre este parametro e que trataremos nesta nota, é a
determinacao de grafos que tém a mesma Q-energia. Notamos que, se dois grafos sao
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coespectrais em relagdo a matriz Q, ou seja, tém o mesmo Q-espectro, a Q-energia é a
mesma. Portanto, o problema relevante é determinar grafos que, mesmo com Q-espectros
diferentes, tenham a mesma Q-energia. Dizemos que dois grafos G; e Gy com n vértices
e nao coespectrais sao Q-equienergéticos quando LET(G1) = LET(G2).

Neste artigo, exibimos familias de pares de grafos Q-equienegéticos. Especificamente,
investigamos grafos threshold (ver defini¢ao abaixo) e construimos duas familias infinitas
de pares de grafos threshold Q-equienegéticos.

Existe uma abundancia de artigos na literatura que tratam da busca de grafos equie-
nergéticos, com relacao as matrizes de adjacéncia, laplaciana, e outras, veja-se, por exem-
plo, [8], [5] e as referéncias ali contidas. Mais recentemente, alguns artigos surgiram
abordando a Q-energia, geralmente fornecendo cotas para este parametro. Em [7], pares
de grafos Q-equienergéticos com mesmo numero de arestas sao construidos por meio de
certas operacoes em grafos e este parece ser o Unico artigo nesta linha. Como explicamos
mais adiante, nossas construcgoes nao estao contempladas neste artigo.

Em se tratando de grafos threshold Q-equienergéticos, a investigacao é ainda mais
relevante, pelos motivos que relatamos a seguir. Por um lado, os grafos threshold parecem
ter grande energia laplaciana sem sinal. De fato, em [6] conjectura-se que o grafo de n
vértices com maior Q-energia seja um grafo threshold, mais especificamente o grafo com
uma clique de ("T_ll vértices e (%] vértices que sao adjacentes a cada um dos vértices
da clique. A figura abaixo mostra o candidato a grafo com Q-energia maxima paran = 9.

Figura 1: O grafo threshold com 9 vértices e Q-energia maxima.

Por outro lado existe uma abundancia de grafos threshold que sdo coespectrais. De
fato, em um artigo recente, [1], o seguinte surpreendente resultado foi obtido: do total de
"1 grafos threshold com n vértices, existem 2"~* pares Q-coespectrais. Assim, parece
ser o caso que familias infinitas de grafos threshold com n vértices Q-equienergéticos sao
raras. Entendemos, portanto, que esse estudo seja relevante.
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2 Preliminares sobre grafos threshold

H4 véarias maneiras equivalentes de se definir um grafo threshold. Nestas notas utiliza-
remos aquela dada por uma sequéncia binaria.

Definigao 2.1. Dada uma sequéncia finita com n elementos (a;) onde a; = 0 ou 1, o grafo
threshold associado a (a;) € o grafo com n vértices construido recursivamente, iniciando-
se com um grafo vazio (sem vértices e sem arestas) e adicionando-se um vértice isolado
rotulado por i, se a; =0, ou um vértice rotulado © adjacente a todos os vértices com rétulo
menor do que i, se a; = 1.

Notamos que, pela definicdo, a sequéncia de graus de um grafo threshold pode ser
obtida da sua sequéncia bindria (a;): de fato, o vértice i tal que a; = 1 é adjacente
a todos os vértices j tais que j < 7 e a todos os vértices k tais que k > i e ap = 1;
por outro lado, se a; = 0, entdo o vértice 7 é adjacente somente aos vértices k tais que
k > i e ar = 1. Portanto, se o grafo tem n vértices, o grau d; do vértice ¢ é dado por
di = (i — 1)a; + Z;L:Z 41 @; € podemos assim encontrar o grau médio d = 2Tm do grafo a
partir de sua sequéncia bindria.

Por exemplo, o grafo da Figura 1 tem sequéncia binaria 000000111, e portanto, d; =
dy =---=dg =3ed; =dg = dy = 8. Escreveremos 000000111 na forma 0°13. De
modo geral, se (¢;) é a sequéncia de quantidades de elementos de cada bloco de 0’s e 1’s,
a sequéncia (a;) serd descrita na forma compacta (b;%), onde b; = 0 ou 1.

Para determinar a Q-energia de um grafo threshold precisamos determinar o seu es-
pectro laplaciano sem sinal. Para este fim, em nossas construgoes, utilizamos o algoritmo
de decomposicao de grafos desenvolvido em [4], que, no caso dos grafos threshold, permite
obter o espectro laplaciano sem sinal a partir da sequéncia bindria na forma (b;%).

Exemplo 2.1 Se a, b, c > 0 sao inteiros, para o grafo threshold com sequéncia bindria da
forma

0%1b0°
que tem n = a + b + ¢ vértices, a aplicagdo do algoritmo de [4] fornece seu espectro
laplaciano sem sinal, que é dado pela uniao do conjunto

o(G) = (b (b+a—2) Y 0,
onde os expoentes indicam as multiplicidades, com o espectro {A1, A2} da matriz
b Vab

Vab 2b+a—2 ]’
_ /02+(6a—4)b+(a—2)2+(3b+a—2) e Ay = —/b2+(6a—4)b+(a—2)2+(3b+a—2)

sendo \; = 5 5
grafo, o grau médio é dado por

. Para este

ab+b(a+b—1)
at+b+c
Portanto, pela defini¢do, a Q-energia deste grafo é dada por

LEY(G) = |d— Mi(a,b,0)|+|d — Xa(a,b,c)|+ (b—1) |d — (b+a—2)|+(a—1)|d — b|+cd.

d=d(a,b,c)=
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3 Familias infinitas de pares de grafos Q-equienergéticos

Claramente, a determinacao da Q-energia de um grafo depende da comparacao entre
os autovalores da sua matriz Q em relacdo ao grau médio. Antes de exibir a construcao
da primeira familia infinita de pares de grafos threshold Q-equienergéticos, fazemos uma
observacao de cardter mais geral sobre os grafos apresentados no Exemplo 2.1.

Observacao 3.1. Chamemos G = G(a,b,c) ao grafo threshold com sequéncia bindria
OalbOC, onde a > 3,b,c > 0 sdo inteiros. Com as notacoes do Exemplo 2.1, suponhamos
que valham as relagoes b+ a — 2 > d(a,b,c) e d(a,b,c) > b entre o grau médio e os
autovalores b+a—2 e b de G. Entdo

d(a,b,c) </(b+ (a—2))2 = /b2 +2b(a — 2) + (a — 2)2

< V(02 +2b(a —2) + (a — 2)2) + 4ab = \/(b? + (6a — 4)b + (a — 2)2).
E como d(a,b,c) < 3b+a— 2, seque que

2d(a,b,c) < /(b2 + (6a — )b+ (a — 2)2) + (3b+a — 2),

garantindo que d(a,b,c) < Ai(a,b,c). Além disso, também vale \o(a,b,c) < d(a,b,c). De
fato: temos que 2b < 2d(a,b,c) e além disso,

(b4a—2) < /(b2 +2b(a —2) + (a — 2)2) + 4ab = /(b2 + (6a — 4)b + (a — 2)2).

Dai 3b+a—2=2b+ (b+a—2) < 2d(a,b,c) + /(b2 + (6a — 4)b+ (a — 2)2), garantindo

—/ (b2 + (6a — 4)b+ (a — 2)2) + (3b+a — 2) < 2d(a, b, c),

como queriamos.
Notamos que pelas hipdteses e cdlculos acima, a expressdo para a Q-energia de G em
funcao de a,b, c torna-se

LET(G) = (M(a,b,¢) —d)+ (d — A2(a,b,¢)) + (b—1)((b+a—2)—d)+ (a—1)(d—b) +cd.

Experimentos computacionais nos levaram a investigar pares de grafos threshold com
sequéncias bindrias das formas 0%1°0° e 0°120°. Considerando os fatos registrados
na Observacao 3.1, exibimos em nosso primeiro resultado uma familia infinita de ternos
(a,b,c) e (b,c,a) de inteiros definidos a dois parametros, que determinam grafos threshold
Q-equienergéticos.

Teorema 3.1. Sejam p,i inteiros tais que: p,i > 2 e p > i. Ponhamos a = a(p,i) =
(I+p)+pp+1)(i-1), b=>bp,i) =1+(p+1)(i-1) e c=c(p,i) =1+p(i—1). Entdo
sao Q-equienergéticos os grafos threshold G1 = G1(p,i) e Go = Ga(p,i) com sequéncias
bindrias dadas, respectivamente, por

0°1°0¢ e 0°1%0°.
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Prova: Fixemos os inteiros p,i com ¢ > 2, p > i e sejam a, b, c como no enunciado. Pelo
visto no Exemplo 2.1, como a(p,i) # b(p,i), o par G1(p,i) e Ga(p,i) é formado por grafos
néo coespectrais. Além disso, em ambos os grafos, b+ a—2 é um autovalor. Temos entao
que vale: para G, a >3 e

(i—1)%p 4+ (i — 1)(3i — )p* +i(3i — 2)p* + (i* —i+ 1)p — 2
(i—1)p>+(3i—2)p+i+2

b+a—2—d(a,b,c) =

p'+2p° +p* +p—2
T E-1)pP+@Bi—2)p+i+2
i—1)2p3+ (i —1)3i —2)p? + (i — 1)(3i —2)p+i(i — 1) — 2
(i—1)p>+(3i—2)p+i+2
P +p’+p -0
T -Dp2+Bi—2p+i+2°
Para o grafo GG1, temos ainda que b é um autovalor e vale
(-1’ + (@ —1)p* +p—i
(i—1)p?+ (3i—2)p+i+2

>0, e para Go,

b+a—2—d(ba,c)= (

d(a,b,c) — b= >0 poisp >i.
Por outro lado, notemos que Gy = G(b,a,c) na Observacao 3.1; para este grafo, temos
que b > 3, a é um autovalor e vale

(i—=2)(i—p°+i(i —2)p+1i S0, pois i > 2.

e (- NI ) M I B

Portanto, considerando o acima provado, basta trocar as posicoes de a e b nas conclusoes
da Observagao 3.1 para obter A\a(b,a,c) < d(b,a,c) < Ai(b,a,c). Segue que LET(G2)
¢é obtida como na Observacao 3.1, apenas trocando-se as posicoes dos parametros a e
b. Finalmente, expressando ambas as energias em funcao de p e i, apds simplificacGes
obtemos:

20+ 1)(ip—p+1)%(ip? —p*+p—i+1)

LE™(Gy) = LET(Gy) = (i—1)p2+ (3i —2)p+i+2

[
O teorema a seguir apresenta uma outra familia infinita de pares de grafos threshold
Q-equienergéticos. A prova também aplica o algoritmo desenvolvido em [4].

Teorema 3.2. Para todo inteiro ¢ > 2, sao Q-equienergéticos os grafos threshold Gy e
Go com sequéncias bindrias dadas respectivamente por

1(2C+1)0(C+1) 1(26"1‘2) OC

e
Prova: Para um inteiro ¢ > 2 fixado, os grafos G; e G tém Q-espectros respectivamente
iguais a o(Gy) = {4c, (2¢c — 1)%,0¢71} e o(Gy) = {4c + 2, (2¢)%t1,0°}, sendo, portanto,

~ . . £ 1s < _ (2c+1)(2¢) _ (2c42)(2c+1) ¥
nao coespectrais. Os respectivos graus médios sao dy = “H 75— e dy = =5 5. E
facil verificar que 4¢ > dy e que 2¢c — 1 > dy, para G1, e que, para G, temos 4c + 2 > do
e 2¢ > dy. Calculando as expressoes das Q-energias pela definigao obtemos LET(G1) =

+ _ 8c3+12c2+4c
LE (GQ) =T 3cx2 - ]
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Observagao 3.2. Os grafos G1 e Gy do Teorema 3.1 possuem o mesmo nimero de arestas
se e somente se a = b oua = b—1, e estas condi¢coes ndo ocorrem para o0s parametros
a e b do enunciado. Também verifica-se que nao existe inteiro ¢ > 2 tais que 0s pares
G1 e Gy do Teorema 3.2 tenham o mesmo numero de arestas. Portanto, as construcoes
apresentadas em [7] nao incluem as familias descritas nos Teoremas 3.1 e 3.2.

4 Conclusoes

Construimos duas familias infinitas de pares de grafos threshold de mesma ordem, com
mesma Q-energia e com diferentes Q-espectros.
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