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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma extensao do principio de invariancia de LaSalle
para uma classe de sistemas chaveados continuos nao lineares, a saber, sistemas chaveados
afins. Este resultado permite estudar, usando uma fungao auxiliar comum, o comportamento
assintético de solugoes ” dwell-time” do sistema chaveado afim sob chaveamento arbitrario. A
extensao do principio de invariancia é ttil para obter estimativas de conjuntos atratores de
sistemas chaveados afins. Esta utilidade é ilustrada em aplicacoes deste principio na obtengao
de estimativas do atrator em um exemplo de sistemas dinamicos de segunda ordem.
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1 Introducao

Nas ultimas décadas, tem-se observado um crescente interesse da comunidade cientifica
no estudo do problema de estabilidade e estabilizacao de sistemas chaveados. Estes proble-
mas surgem em muitas aplicagoes de engenharia tais como: controle de sistemas mecénicos,
controle de processos, sistemas de poténcia, controle de aeronaves, industria automotiva,
eletronica de poténcia e muitos outros campos [8]. De modo geral, o sistema chaveado é
um sistema dindmico que consiste de uma familia de subsistemas (ou modos) e uma lei de
chaveamento que seleciona a cada instante de tempo qual subsistema deve ser ativado [7].

Apesar de importantes avancos na teoria de estabilidade, os atratores de diversos sis-
temas chaveados podem nao ser um ponto de equilibrio, como por exemplo o sistema de
controle de temperatura liga-desliga. Entao, para essa classe de problemas, o interesse
nao é estudar a estabilidade de um ponto de equilibrio particular, mas o comportamento
assintotico das solugoes. Uma das ferramentas mais importantes para estudar o compor-
tamento assintético das solugoes de sistemas dinamicos é o Principio de Invariancia de La-
Salle. Este resultado foi primeiramente desenvolvido para equacoes diferenciais ordinarias
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autonomas definidas em espago de dimensao finita [6] e depois o resultado foi estendido
para outras classes de sistemas dinamicos incluindo equagoes diferenciais funcionais [4],
sistemas descontinuos [2] e sistemas chaveados [3,5,9,12].

O principio de invariancia de LaSalle utiliza uma func¢ao auxiliar, comumente denomi-
nada fungao de Lyapunov, para analisar o comportamento assintdtico das solugoes de um
sistema, sem a necessidade de conhecer explicitamente as solugoes das equacgoes diferen-
ciais. Uma propriedade fundamental dessa funcao é a nao-positividade de sua derivada
ao longo das solugoes. Encontrar tal funcao, satisfazendo todas as suposicoes do principio
de invariancia, pode ser dificil para muitos sistemas dinamicos. Portanto, uma extensao
do principio de invaridncia, a qual permite que a derivada da funcao auxiliar possa ser
positiva em alguns conjuntos limitados, foi proposta para sistemas continuos em [11], para
sistemas discretos em [1], para sistemas com atraso em [10] e para sistemas chaveados nao
lineares em [12].

Neste trabalho, uma extensao do principio de invariancia para a classe de sistemas
chaveados afins sob chaveamento dwell-time arbitrarios é desenvolvido. Esta extensao
teve como motivacao os resultados obtidos em [12] e [3].

2 Preliminares

No presente trabalho, é analisado o comportamento assintotico das solugoes de uma
classe de sistemas chaveados continuos no tempo através de uma lei de chaveamento dwell-
time. Mais especificamente, estuda-se a classe de sistemas chaveados afins definidas por

.Tl)(t) = Aa(t)x(t) + ba(t)7 l‘(O) = Zo, (1)

em que o(t) : [0,00[— P é uma funcao constante por partes, chamada de lei de cha-
veamento dwell-time, P é um conjunto finito de nimeros inteiros positivos, ou seja,
P={1,---,N} e N é o ntimero de subsistemas. Seja {7} }ren uma sequéncia de tempos
de chaveamento associada a lei de chaveamento dwell-time o, entao Vk € N tem se que
Thr1—Tk = Laweil, com Typey > 0 chamado tempo de permanéncia do sinal de chaveamento
o(t). Considere I, = {t € [, Tk+1) : 0(7x) = p,k € N} sendo a unido dos intervalos em
que o subsistema p é ativo. Uma funcdo continua, suave por partes, z(t) : Z — R™ é uma
solugao do sistema chaveado afim (1) no intervalo 7 se x(t) satisfaz @(t) = Apz(t) + by,
Vt € I, N1 para todo p. O conjunto de todas as solucoes com chaveamento dwell-time
¢ denotada por Sgyey. Denota-se ¢, () (t, 7o), ou simplesmente (¢, o), a solugao de (1)
com condicao inicial z¢ no tempo t = 0 através da lei de chaveamento dwell-time o (t).

Para facil compreensao do resultado principal, algumas defini¢oes preliminares, as quais
podem ser encontradas em [7] e [3], sdo apresentadas.

Definigao 2.1. Um conjunto compacto M € fracamente invariante com respeito ao sis-
tema chaveado (1) se para cada zo € M existe um indice p € P, uma solugao ¢(t,xo)
do campo vetorial fp(x(t)) e um nimero real ¢ > 0 tal que ¢(t,z9) € M para qualquer
t €[—c,0] outel0,d.
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A solugao ¢(t,xg) é atraida para o conjunto M, ou seja, ¢(t,z9) — M se, e somente
se, tlim d(p(t,x0), M) = 0, onde d é a distancia de um ponto ao conjunto que pode ser
— 00

definida, se adotarmos a norma Euclidiana, por d(y, M) = in/fw |y —m,.
me

Definicao 2.2. Um ponto q € um ponto limite da solucdo gpo(t)(t,wo) se existe uma
sequéncia {tg}ren, com t — +o00, quando k — +oo tal que klim o) (tesz0) = ¢
——+o00

O conjunto de todos os pontos limites de @, (t,z0) serd denotado por wt[p,(t,x0)].

Na definicao anterior é importante observar que o conjunto w-limite depende nao ape-
nas do ponto inicial zg mas também da sequéncia de chaveamento que esta sendo utilizada.

3 Extensao do principio de invariancia

O objetivo dessa segao é analisar, usando uma funcao auxiliar, o comportamento as-
sintético das solucoes da classe de sistemas chaveados afins continuos no tempo sob cha-
veamentos dwell-time arbitrarios.

Suponha a existéncia de uma fungao auxiliar comum V : R® — R para o sistema (1)
dada por

V(z) = (z —d)P(x —d), onde decR", (2)

e considere que
3 P>0 satisfazendo Q,= A,P+ PA, <0, VpeP. (3)

Defina os seguintes conjuntos: C, = {z € R" : VV(z)(Apx + b,) > 0} o conjunto dos
pontos onde a derivada da funcao V ao longo da trajetéria do subsistema p é positiva ou
nula e , = {z € R" : V(z) < v, onde v € R} um conjunto de nivel da funcao V. Seja
C = U C) e utilize as notagodes Amin () € Amax(-) para denotar o menor e maior autovalor

peEP
de uma matriz real.

O Lema 3.1, a seguir, fornece condicao suficiente para que o conjunto C' seja limitado
e oferece uma estimativa deste conjunto na forma de um conjunto de nivel da fungao V.

Lema 3.1. Considere o sistema chaveado afim (1) e a fun¢ao escalar (2) tal que (3) seja
satisfeita. Entao o conjunto C € limitado e existe um numero real

£> Amax(P) (z + |ld])*, (4)

1~ Dol Q) d b,P —d'PA d'Ph
comz-r;lea% — N (Qy) , Sen OMp—H pd” — pH e&p = wls

que garante a inclusdo C C €.
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Demonstracao. A derivada da funcao V ao longo da solugao do subsistema p é dada por
V(z) = VV(2)(Apz +by) = 2'Qpz+2(b,P —d PAy)z —2d'Pb,
&' Qp + 2||b,P — d' PAy|| ||z|| + 2 |d Pby|
"Mmax(Qp)x + 2|0, P — d'PAp|| [|z]| 4 2|d Pby|
Amax(Qp)a'z + 2 ||0) P — d' PA,|| ||z + 2 |d'Pb,|
= Hmax(Qp) [l + 241y ] + 26,

onde i, = Hb;P — d'PA|| e & = |d'Pby|. Desse modo, concluimos que

V(@) < Amax(Qp) ]l + 241 ||| + 26 (5)

Uma vez que (3) é satisfeita para todo p € P, entao Apqex(@p) < 0. Logo, de (5), pode-se
concluir que a derivada é estritamente negativa quando:

VARVA

—p + \/,Ufp Amax Qp)§ “Hp — \/MIQ) - 2)\maX(Qp)§p
Il < Nl @) on = M@
— lp + \/,u% - 2)\max(Qp)€p

Observando que < 0, obtemos que

Hp + \/Mp max Qp)é-
max(Qp)

C, € qzeR":0< |jz|| < —

Assim

C =U,pCp C {z €R": 0 < ||| < 2}, ond o+ 1}~ V(@)
= reR": x z}, onde z = max { —
pEP P = - - peEP max(Qp)

Entao o conjunto C' é limitado. Agora, analisando os valores numéricos que a funcgao
auxiliar comum V' assume quando x € C, obtém-se

V(z) < Anax(P)(z—d) (z—d)
< Amax(P) [|lz = d||®
= Amax(P) (||2]| + [1d]])®
< Amax(P) (2 + [|d]])*.

Portanto tomando ¢ € R tal que
0> Anax(P) (2 + 1dI)?, (6)
conclui-se que C C €.

O préximo lema garante a existéncia de um conjunto positivamente invariante para
sistemas chaveados afins sob chaveamentos dwell-time arbitrarios. Ele é uma versao par-
ticularizada do Lema 1, apresentado em [12], para a classe de sistemas afins.
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Lema 3.2. Considere o sistema chaveado afim (1) e a fungao escalar (2) tal que (3) seja
satisfeita. Seja £ um ndmero real satisfazendo (4). Se xgp € Qy = {x € R" : V(z) < (¢}
entdo, toda solucao @(t, o) € Sqwen Permanece dentro de Qy para todo t > 0.

Demonstragao. Seja g € Qp e o(t,xg) € Sgwen uma solugao do sistema (1) sob um
chaveamento arbitrario. Suponha que exista 7 > 0 tal que ¢(7,z9) ¢ . Entdo, pela
continuidade de V' e ¢(t,xg), existe 7 € (0,7) tal que V(p(7,20)) = £ e V(p(t,x0)) > ¢,
Vt € (7,7]. Assim, V deverd crescer fora de Qy, o que é absurdo uma vez que provamos
no Lema 3.1 que fixado £ > Amax(P) (z + ||d[))? tem-se C' C Q. Portanto, uma vez que
qualquer conjunto de nivel da V' é limitado, entao a solucao ¢(t,x¢) € Saquen pertence a
Qy para todo t > 0.

Observagao 3.1. No Lema 1 em [12], exige-se que a solu¢ao p(t,xo) seja limitada. No
Lema 8.2, a limitagdo € automaticamente garantida pela limitacao de )y, que vem do fato
da matriz P ser definida positiva.

Explorando o Lema 3.1 e Lema 3.2, a seguinte extensao do principio de invariancia
para sistemas chaveados afins utilizando uma funcao auxiliar comum é estabelecida.

Teorema 3.1. Considere o sistema chaveado afim (1) e a fungdo escalar (2) tal que (3)
seja satisfeita. Entao, toda solu¢ao o(t,xo) € Sqwen € atraida para um conjunto fracamente
invariante em €y, onde £ é dado por (4).

Demonstragao. Inicialmente, considere xy € €2y, entao pelo Lema 3.2 temos que toda
solucao ¢(t,z9) € Sgwenr permanece dentro de €y para todo t > 0, ou seja, a solugao
o(t, z0) € Squen é limitada. Logo, pela Proposi¢ao 2 do trabalho [3], tem-se que a solugao
o(t, o) € Sqwen seréd atraida para um conjunto fracamente invariante em 2.

Agora, considere zg ¢ Qy e ¢(t,20) € Sqwenr- Como £ > sup V(z) tem-se 9, N C = 0,
zeC

isto é, 3¢ > 0 tal que sup Vp(z) < — < 0, Vp € P. Logo V(p(t,20)) é estritamente
€€
decrescente, entao existe ¢ € R tal que o(t,z9) € Qp. Desse modo, pelo Lema 3.2 a
solugao p(t,zg) € Q para todo t > ¢. Assim, a conclusao segue da primeira parte desta
demonstragao.
Portanto, a solucao ¢(t, z9) € Sgwen € atraida para um conjunto fracamente invariante
em (.

4 Exemplo numérico

O Teorema 3.1 serd explorado para obter estimativa do conjunto atrator do sistema

chaveado afim (1) com P = {1,2} e A; = {_1 _12],/12: {0 _2],111:[1 2] e

-1 1 -3
by = [-1 0)'. Com esta finalidade considere a fungao auxiliar (2), onde tomamos uma
matriz P — | 01428 —0.0085 tisfaz (3) e o vetor d = [0.2509 — 0.3470]". O
a = | _0.0685 01471 | Que satisfa e o vetor d = |0. . .

Lema 3.1 garante que C C €y quando £ > 0.9999. Assim, pelo Teorema 3.1, toda solugao
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o(t, o) € Sqwen € atraida para um conjunto fracamente invariante em 2y, isto é, o atrator
deste sistema chaveado afim sob chaveamento arbitrario estd contido no elipsoide €2,. A
Figura 1 ilustra a simula¢do no dominio do tempo para a condigao inicial zg = [—-3 4]
k1 =T+ 1, k=1,...,50.

| (t, =)

Q

1
l"j f\r‘ \'\f
N A r \ \ ¥y

? /r !
;1\;\,\|’r\;” \l

1
IU\
i .\’1 iy v |y \F
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Figura 1: (a) Solug¢ao chaveada com condigao inicial g = [—-3 4], (b) plano de fase e
(c) grafico da fungao auxiliar V.

5 Conclusoes

Neste trabalho, uma extensao do principio de invariancia para sistemas chaveados
afins foi demonstrada. Conforme pode ser observado no exemplo numérico, este resultado
é util para obter estimativas de conjuntos atratores e de areas de atragdo de sistemas
chaveados afins. Ao analisar o Lema 3.1 concluimos que as estimativas obtidas dependem
do valor escolhido para o numero real ¢, ou seja, depende da matriz P > 0 e do vetor d
que determinam a desigualdade (4). No intuito de melhorar as estimativas obtidas para
o conjunto atrator e area de atracao de sistemas chaveados afins, atualmente estamos
buscando encontrar alguma ferramenta matematica que fornega uma maneira sistemética
de se obter a matriz P e o vetor d.
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