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Resumo. A formacao de padroes de Turing em dinamica de populagoes se caracteriza
pela desestabilizacao do estado de equilibrio homogéneo causada pela movimentagao por
difusao dos individuos, o que leva a uma distribuicao espacial heterogénea das espécies.
Consideramos um sistema presa-predador espacialmente estruturado em Redes de Mapas
Acoplados (RMA) em que as presas sdo afetadas por um Efeito Allee. Como o cresci-
mento populacional pode estar sujeito a variagoes estocasticas, introduzimos um ruido de-
mografico branco, dependente da densidade, na populagao de presas e analisamos, através
de simulacoes numéricas, seus efeitos sobre a formagao de padroes espago-temporais das
espécies. Encontramos diferentes resultados dependendo dos parametros da dinamica e de
movimentagao. De maneira geral, observamos que os padroes obtidos para pardmetros na
regiao em que o equilibrio de coexisténcia é instavel sao mantidos para amplitudes suficien-
temente pequenas do ruido.

Palavras-chave. Formagcao de padroes, Ruido, RMA e Dinamica Populacional.

1 Introducao

O matematico inglés Alan Turing, em seu trabalho de 1952, sugeriu que, sob certas
condigoes, dois quimicos que reagem e difundem podem produzir padrées espaciais he-
terogéneos da concentracao dos quimicos. Suas ideias levaram a um enorme nimero de
trabalhos ilustrando a, entao chamada, instabilidade difusiva de Turing em diversos tipos
de sistemas [3].

Em 1972, Segel e Jackson [11] aplicaram as ideias de Turing & dindmica de populagoes
e apresentaram condicoes sob as quais um sistema presa-predador pode apresentar dis-
tribuicoes espaciais heterogéneas das espécies. De fato, muitos ecologistas tedricos tém
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enfatizado que para compreender a estabilidade e diversidade dos ecossistemas é funda-
mental conhecer os processos de auto-organizacao através dos quais, as espécies assumem
uma distribuicao espacial heterogénea. Mesmo em ambientes onde as condi¢oes sao ho-
mogeéneas ¢é possivel ocorrer alternancia de areas com alta densidade populacional e areas
onde a espécie é praticamente ausente.

No entanto, a dinamica das populagoes estd sujeita a perturbacoes estocasticas de-
mograficas e/ou ambientais. Um surto de doenca em um determinado periodo causando a
mortalidade de muitos individuos da espécie, fatores climaticos extremos, decréscimo na
taxa de natalidade, dentre outros sao exemplos de tais flutuacoes.

Muitos autores tém se dedicado a estudar os efeitos de ruidos sobre a dinamica popu-
lacional. Os resultados variam de acordo com o modelo e com o tipo de ruido. O tipo de
fungao de crescimento (Ricker, Beverton-Holt, etc) bem como o parametro afetado pelo
ruido (taxa de crescimento ou capacidade de suporte) podem produzir resultados diferen-
tes. Além disso, ruidos correlacionados ou nao correlacionados (cor do ruido) também
podem influenciar os resultados [7,10].

Nesse trabalho vamos propor um modelo presa-predador discreto espacialmente estru-
turado para analisar os efeitos de ruido demografico branco dependente da densidade sobre
a formagao de padroes heterogéneos das populagoes. O modelo serd descrito via Rede de
Mapas Acoplados (RMA) e considera Efeito Allee para as presas e predador especialista.

2 Formulagao do modelo

Equagoes a diferencas do tipo Niy1 = f(Ny) e equagoes diferenciais % = f(N) perten-
cem a uma classe de modelos chamados deterministicos. Isto significa que se o estado do
sistema, for conhecido para um certo tempo ¢, entao é possivel determinar todos os estados
futuros resolvendo-se a equacgao correspondente. No entanto, em algumas situacoes, efeitos
estocasticos sao importantes e podem ser relevantes para a persisténcia das espécies.

De acordo com Mendez [4] o ruido pode ser interpretado como um conjunto de varidveis
aleatérias colocado em algum tipo de ordem especifica. Vamos chamar de “ruido”as va-
riagoes aleatérias que podem provir de diferentes mecanismos e afetar varios aspectos
da dinamica populacional. Assim, para caracterizar o ruido é necessario estabelecer a
funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) que fornece as informagoes estocésticas que
caracterizam a variavel aleatéria em questao.

A estocasticidade e, portanto, o ruido, pode ser classificada de acordo com o pro-
cesso biologico que estd sujeito a flutuagoes e da correlagdo que apresenta com relagao ao
tempo. De acordo com Melbourne e Hastings [5], estocasticidade pode ser dividida em
duas grandes categorias: estocasticidade demografica e estocasticidade ambiental.

Estocasticidade demografica estd relacionada & probabilidade natural de nascimentos
e mortes dos individuos. Variacoes em fatores externos ao ambiente como temperatura,
nivel de precipitagao, entre outros sao fontes de estocasticidade ambiental e podem afetar
as taxas de natalidade e mortalidade de uma populacao.

Os ruidos podem ainda ser classificados quanto a auto correlagdo, o que se estabeleceu
como sendo a cor do ruido [10]. Quando os valores do ruido ndo apresentam nenhuma
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relacdo com resultados anteriores, ou seja, sao independentes, classificamos como ruido
branco que em dinamica de populacoes estd relacionado a estocasticidade demografica
uma vez que as flutuagoes sofridas pelos individuos nao tém correlagao.

Brannstrom e Sumpter [2] propoem que o modelo estocdstico andlogo ao modelo dis-
creto de crescimento de uma populacao

N1 = neg(ne)

seja da forma

202
N1 = neg(ne) exp [C&t - 2} (1)

onde ¢; é uma varidvel aleatodria distribuida de acordo com a normal com média 0 e
A . /7 . . z 2 2 / .
variancia o e ¢ é a intensidade do ruido. O fator exp[—*3-] garante que a média da

exponencial do ruido seja 1.

2.0.1 Modelo proposto

Neste trabalho usamos o modelo presa-predador com Efeito Allee forte para as presas
proposto por [8] a partir do qual modelamos flutuagoes estocésticas introduzindo um ruido
branco com amplitude dependente da densidade na taxa de crescimento da populacao de
presas .

Propomos a seguinte dinamica local

r 2
{Nt+1 = exp exp[ 7 Nilére1 — 0.5 exp[-27Ni]] e expl—P] @

Py = NPy,

onde & é uma varidvel aleatéria distribuida de acordo com a distribui¢ao normal com
média 0 e varidncia 1. A amplitude do ruido é dada por exp[—yNy], onde 7 é o fator de
decaimento. Observamos que a amplitude decresce com a densidade da populacao.

Consideramos uma populacao de presas e predadores que interagem de acordo com
a dindmica com ruido (2) e estdo espacialmente distribuidas de modo que a etapa de
movimentacao é descrita pelas equagoes

' BN
Nyyi = (1= pn) Nyt + ) Z TNi,ﬁ,t ; (3)
(x:y)evz,y
’ UN
Pryr =0 = pp)Prys + Z Tpfc,g,t ; (4)
(i7g)evz,y

onde Ny ; € Py sdo as densidades de presas e predadores, respectivamente, no sitio (z,y)
no inicio da geragao t, N;’yyt e P;yyyt as densidades depois da dispersao. Os coeficientes
de dispersao puy e pup correspondentes a fragdo da populagao de presas e predadores,
respectivamente, que migra para os quatro sitios vizinhos, isto é, V., = {(z — 1,y), (x +
Ly)s @,y — 1), (2,5 + D}

E as equacoes da etapa de reacao dadas por

2
z,y,t

N,
{ Noyir1 = expexp[=yNey,il€ryit1 — exp[—=27Nay ] ]':_ngyt exp[—Fry (] (5)
any7t+1 = Nl,y,tPI,y,t :
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3 Simulagoes Numéricas

Para cada conjunto de valores r, b, uy e pp, simulamos o modelo (3)-(5) em um
dominio 50 x 50 para trés valores de y correspondentes a um risco de extingao baixo
(re = 0,01), médio (r. = 0,3) e alto (1. = 0,95). Os valores de r e b foram escolhidos
de modo a satisfazer as condigoes de estabilidade [1] para o equilibrio de coexisténcia do
modelo deterministico (ver detalhes sobre a dinamica deterministica em [9]).

Utilizamos valores de puy e pup de forma a satisfazer as condigoes de instabilidade
difusiva em Rede de Mapas Acoplados(RMA) obtidas em [8]. Desta forma o modelo
deterministico apresenta padroes espaciais estdaveis para a distribuicao de presas e preda-
dores.

A distribuicdo inicial de presas e predadores consiste de uma perturbacgao aleatéria em
torno do valor do equilibrio, em cada sitio do dominio. Isto é,

Nzyo= (140,15 ,)N",

Ppyo=(140,165,)P",

onde ;4 € 0, , sao niimeros pseudo-aleatdrios.

Uma vez escolhidos os valores r, b, un, up e 7, implementamos o modelo (3)-(5) para
dez sequéncias diferentes de ruido. Para cada conjunto de parametros r, b, un, pp e
v, calculamos a média da populagdo total em cada tempo, das dez simulagoes diferentes
realizadas.

Apresentamos os resultados em dois tipos de graficos:

(a) Densidade no reticulado em que as diferentes cores correspondem a densidades
populacionais distintas (conforme escala);

(b) Séries temporais da densidade populacional total que sdao apresentadas em diferen-
tes cores: Cores cinza, preta e vermelha. As curvas cinzas (ao todo dez) representam séries
temporais da populacao total resultantes de diferentes realizagées do modelo. A cor preta
representa a média dos valores das curvas cinzas e a cor vermelha, a dinamica sem rui-
do, isto é, deterministica; Cores rosa, verde e azul representam médias de dez realizacoes
porém cada cor representa um valor diferente de ~.

Por questao de brevidade apresentamos os resultados para um conjunto de parametros.

DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0353 010353-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.01.0353

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, 2018.

Determainistico

Distribuigiio Espacial de Presas

Distribuigio espacial de presas

v=1,7

Distribuigiio espacial de presas

y=1

Distribuigio espacial de presas

t=100
Figura 1: Distribuicao espacial de presas para r =8, b =6, uy = 0,87 ¢ up = 0,01 e diferentes
valores de 7.
Deterministico v=1,7 vy=1

t=100

t=1000

Figura 2: Distribuicdo espacial de predadores para r = 8, b = 6, uy = 0,87 ¢ up = 0,01 ¢

diferentes valores de ~.
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igura 3: (a édia da populacao total de presas, édia da populagao total de predadores para r = 8, b = 6,
Fg 3 Média d lag 1d b) Média d lag 1d dad 8,b=6
un = 0,87, up = 0,01 e trés valores de v: v = 3 (cor rosa), v = 1,7 (cor azul) e v = 1 (verde). A curva em
vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Figura 4. Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para parametros r = 8,
b=6, uy = 0,87 e up = 0,01 e diferentes valores de . As curvas em cinza representam as realizagoes para
diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em cada tempo e a cor vermelha o resultado do
modelo deterministico.

4 Conclusoes

Nossos resultados mostram que os efeitos do ruido demografico com amplitude de-
pendente da densidade para o modelo espacialmente estruturado proposto, dependem da
regiao onde foram considerados os parametros de reagao e os coeficientes de dispersao.
Por exemplo, para r = 8 e b = 6 e coeficientes de movimentacao na regiao de Turing, a
populacao de presas mostrou-se mais sensivel aos efeitos do ruido pois os padroes espaco-
temporais antes observados na dindmica deterministica nao foram preservados (Figura 1).
Além disso ndo houve surgimento de novos padroes, independente da amplitude do rui-
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do. As distribuigoes espago-temporais de predadores, por outro lado, apresentam padroes
muito parecidos aos do modelo deterministico para ruidos de baixa intensidade (Figura 2).
A medida que a intensidade do ruido aumenta, a densidade total de presas assume valores
maiores em comparacao & dindmica sem ruido. A densidade total de predadores, por sua
vez, assume valores maiores do que aqueles obtidos com a dinamica deterministica. Para
~ = 3 ambas as densidades totais, de presas e predadores, sao muito préximas da dinamica
deterministica (Figura 4).
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