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Resumo. Exploraremos o comportamento da regiao de estabilidade de sistemas dinamicos
sujeitos a variagoes de parametros na vizinhanga de um ponto de equilibrio Hopf do tipo-k
com k > 1 é estudado neste artigo. O comportamento da regiao de estabilidade bem como
da sua fronteira quando o sistema estd préximo a um parametro de bifurcagao Hopf do
tipo-k com k > 1 na fronteira da regiao de estabilidade ¢é investigado. Uma caracterizagao
global da fronteira da regiao de estabilidade na vizinhanga de um valor de bifurcacao Hopf
do tipo-k com k > 1 é apresentado neste artigo.
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1 Introducao

As caracterizacoes existentes da fronteira da regiao de estabilidade, [4] e [1], s@o for-
necidas sob algumas suposigoes sobre o campo vetorial, incluindo a hiperbolicidade dos
pontos de equilibrio na fronteira da regiao de estabilidade e condigoes de transversalidade.

Neste artigo, estamos interessados em estudar caracterizacoes da regiao de estabilidade
e de sua fronteira quando o sistema esta sujeito a variagao de parametros. Sob variacao
de parametros, bifurcacoes locais podem ocorrer na fronteira da regiao de estabilidade
e a suposicao de hiperbolicidade dos pontos de equilibrio pode ser violada nos pontos
de bifurcacoes. Logo, estudar a caracterizacdo da fronteira da regiao de estabilidade
em pontos de bifurcacoes é de fundamental importancia para entender como a regiao de
estabilidade se comporta sob variagao de parametros.

Alguns avancos nesta diregao ja foram obtidos e relatados na literatura. Em [8], por
exemplo, uma completa caracterizacao da fronteira da regidao de estabilidade na presenca
de pontos de equilibrio sela-né do tipo-k, com k£ > 0 e uma completa caracterizagao
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de bifurcagoes da regiao de estabilidade induzida por essas bifurcacoes foram estudadas.
Em [6], a caracterizacao da fronteira da regido de estabilidade na presenca de pontos de
equilibrio nao-hiperbdlicos do tipo Hopf foram desenvolvidas como o primeiro passo para
entender o comportamento da regiao de estabilidade na ocorréncia de bifurcagoes locais
do tipo Hopf na fronteira da regiao de estabilidade.

O comportamento da fronteira da regiao de estabilidade a variacées de parametros na
vizinhanga de um ponto de equilibrio Hopf do tipo-k com k > 1 e uma caracterizacao
global da fronteira da regiao de estabilidade préximo a um parametro de bifurcacao Hopf
do tipo-k com k > 1 é desenvolvida nesse artigo. Essa caracterizacao é o primeiro passo
na busca de estimativas 6timas da regiao de estabilidade na ocorréncia de bifurcacao de
Hopf supercritica do tipo-k, com k& > 1 na fronteira da regido de estabilidade.

Este artigo é organizado da seguinte maneira. Na Secao 2, uma revisao da carac-
terizacao da fronteira da regiao de estabilidade de sistemas dinamicos autonémos nao
lineares é apresentada. A principal contribuicdo deste artigo é apresentada na Secao 3. A
secao 4 exibimos exemplos que ilustram a teoria desenvolvida na secao anterior e a Secao
5 as consideragoes finais.

2 Caracterizacao da Fronteira da Regiao de Estabilidade

Consideremos o sistema dindmico autonomo nao linear:

i = f(x) (1)

onde z € R" e f: R™ — R™ é um campo vetorial suave. O ponto z* € R" é um ponto
de equilibrio de (1) se f(z*) = 0. Um ponto de equilibrio z* de (1) é dito ser hiperbdlico
se todos os autovalores da matriz Jacobiana D, f(z*) nao tém parte real nula. Além
disso, um ponto de equilibrio hiperbdlico =* é do tipo-k se a matriz Jacobiana possui k
autovalores com parte real positiva e n — k autovalores com parte real negativa.

Suponha que z° seja um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema (1).
A regigo de estabilidade (ou regiao de atracao) de z*® é o conjunto A(z®) = {z € R"|
@(t, ) — z° quando t — +oo}. A regiao de estabilidade A(z®) é um conjunto aberto e
invariante. Seu fecho A(x*®) é invariante e a fronteira da regiao de estabilidade 0A(z®) é
um conjunto fechado e invariante.

Com o intuito de compreender melhor a fronteira da regidao de estabilidade e obter
melhores estimativas da regiao de estabilidade, foram desenvolvidos caracterizagoes da
fronteira da regiao de estabilidade.

Uma caracterizacao completa da fronteira da regiao de estabilidade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel z° do sistema (1) foi desenvolvida em [4] sob as se-
guintes hipdteses: (B1) Todos os elementos criticos em dA(z®) sao hiperbdlicos; (B2) As
variedades estével e instédvel dos elementos criticos em 0A(z®) satisfazem a condigao de
transversalidade; e (B3) Trajetérias em 0A(z®) aproximam-se de um dos seus elementos
critico quando t — oc.

A fronteira da regiao de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel
x® do sistema (1), satisfazendo as hip6teses (B1), (B2) e (B3), é a unido das variedades
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estaveis de todos elementos criticos na fronteira 0A(x®) = |J, W*(¢;), onde 95, i = 1,2, ...
sao os elementos criticos hiperbdlicos na fronteira da regiao de estabilidade 0A(z?®).

As hipéteses (B1) e (B2) sao propriedades genéricas de sistemas dindmicos na forma
de (1), veja [5]. Condigoes suficientes para a verificagao da hipétese (B3) foram dadas
em [4].

Neste artigo, exploraremos o comportamento da fronteira da regiao de estabilidade da
classe de sistemas dinamicos autonémo dependente de um parametro

= f(x, p), r€R", peR (2)

onde f: R® x R — R"™ é um campo vetorial de classe C'.

O Teorema da Funcao Implicita garante a persisténcia dos pontos de equilibrio hi-
perbodlicos a:fm, 1=1, ..., k, e do ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estavel
1o Sob pequenas variagoes do parametro p. Ou seja, para valores de W proximos a o,
continuam existindo pontos de equilibrio hiperbélipos perturbados =), , ¢ =1, ..., k, na
vizinhanga dos pontos de equilibrio hiperbdlicos zj, , @ = 1, ..., k, e um tnico ponto de
equilibrio assintoticamente estavel perturbado z, préximo a z,,- Para estudarmos o com-
portamento da fronteira da regiao de estabilidade na presenca de um ponto de equilibrio
Hopf, relaxaremos a hipétese (B1), ou seja, a hipdtese de que todos os pontos de equilibrio
na fronteira sao hiperbdlicos. Em [3], o Teorema 9.1.3 garante a persisténcia dos elemen-
tos criticos na fronteira da regiao de estabilidade admitindo a existéncia de pontos de
equilibrio Hopf na fronteira.

Em [7], foi apresentado uma caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade sob
a variagdo de parametros para um caso particular de violagao da afirmacao (B1), isto é,
quando um ponto de equilibrio nao hiperbélico do tipo Hopf esta na fronteira da regiao de
estabilidade. Neste artigo, estudamos uma caracterizacao global da fronteira da regiao de
estabilidade sob a variacao de parametros quando pontos de equilibrio Hopf supercritico

do tipo-k, com k > 1 esta na fronteira da regiao de estabilidade.

x

3 Caracterizacao da Fronteira da Regiao de Estabilidade na
Vizinhanca de valor de parametro de bifurcacao Hopf do
tipo-k

Nesta se¢ao, uma caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade numa vizinhanga
pequena do parametro p proxima ao parametro pg de bifurcacao Hopf do tipo-k, com
k > 1, é apresentada. Iniciamos a segao com alguns conceitos da teoria de bifurcagao do
tipo Hopf.

Um ponto de equilibrio nao hiperbédlico z,, € R™ de (2), para um parametro fixo
i = fto, ¢ chamado um ponto de equilibrio de Hopf e (z,,, f10) um ponto de bifurcagao
de Hopf se as seguintes condigdes forem satisfeitas: (i) Dy f(z,,) tem um par simples de
autovalores imaginarios puros, +iw, e nenhum outro autovalor com parte real nula; e (i7)
l1 # 0, onde [y é o Primeiro Coeficiente de Lyapunov, veja [6].

Pontos de equilibrio de Hopf ou pontos de bifurcacées de Hopf podem ser classificados
de acordo com o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov. Um ponto de equilibrio de
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Hopf z,, € R™ de (2) é chamado um ponto de equilibrio Hopf supercritico se o primeiro
coeficiente de Lyapunov [; < 0 e é chamado um ponto de equilibrio de Hopf subcritico se
o primeiro coeficiente de Lyapunov I; > 0.

Pontos de equilibrio de Hopf podem também ser classificados em tipos de acordo com
o nimero de autovalores de D, f(x,,) com parte real positiva. Um ponto de equilibrio de
Hopf z,, de (2) é chamado um ponto de equilibrio de Hopf do tipo-k se D, f(x,,) tem k
(k < n —2) autovalores com parte real positiva e n — k — 2 com parte real negativa.

Teorema 3.1 (Teorema da Bifurcacao de Hopf). [%,2] Considere o sistema & = f(x,pn),z €
R™, p € R, com f suave, tendo para todo | — po| suficientemente pequeno, o equilibrio x,,

com autovalores complexos A1 2(p) = o(p) £ iw(p) onde y(po) = 0, w(po) = w > 0, e os

demais autovalores com partes reais diferentes de zero. Se as sequintes condi¢des sao sa-

tisfeitas (a) l1(po) # 0 (Condigdo de nao degenerescéncia) e (b) o' (uo) # 0 (Condigao de

Transversalidade). Entao, introduzindo uma varidvel complexa, aplicada a transformagoes

de coordenadas suaves e inversiveis que dependem suavemente do parametro u, o sistema

pode ser reduzido a sequinte forma compleza restrita a variedade central, Z = (8 +1i)z +

52|22 4+ O(|z]*) com s = sinal(l1(po)) = sinal(R(c1(wo))). Além disso, existe uma vizi-

nhanca U de x,, e € > 0 tal que:

(i) se li(up) < 0, entdo existe um ponto de equilibrio hiperbdlico w{f do tipo-k, com
1<k<n-—2,emU para todo p € (o — €, po) e uma orbita fechada hiperbolica Qf do
tipo-k, com 1 < k < n — 2, e um ponto de equilibrio hiperbdlico a:ff do tipo-k + 2, com
1 <k<n-—2, em U para todo i € (o, po + €). Além disso, a variedade instdvel do
ponto de equilibrio hiperbdlico xf do tipo-(k + 2) intercepta a variedade estdvel da orbita
periodica hiperbolica Qf do tipo-k ao longo de uma variedade bidimensional.

(i3) se li(po) > 0, entdo existe uma orbita fechada hiperbdlica Qf do tipo-(k+1), com
1 <k <n-—2, eum ponto de equilibrio hiperbdlico a:ff do tipo-k, com 1 < k < n — 2,
em U para todo p € (po — €, po) e um ponto de equilibrio hiperbdlico xﬁ] do tipo-(k + 2),
com 1 <k <n-—2, enU para todo i € (o, po + €). Além disso, a variedade estdvel
do ponto de equilibrio hiperbolico l'ﬁl do tipo-k intercepta a variedade instdvel da orbita
periodica hiperbolica Qﬁ do tipo-(k + 1) ao longo de uma variedade bidimensional para
todo p € (ko — €, po)-

Sejam x;,, um ponto de equilbrio assintoticamente estével de (2) e A, (},,) sua regiao

de estabilidade para um parametro fixo u = pg. Considere as seguintes afirmagoes: (B1?)
Todos os elementos criticos em 9A,, (2}, ) sdo elementos criticos hiperbélicos ou pontos de
equilibrio Hopf supercriticos; (B2’) As variedades estaveis, centro-estéveis e/ou centrais e
as variedades instéveis dos elementos criticos em 0A,, (7}, ) satisfazem segundo a condigao
de transversalidade definida neste capitulo.

O proéximo resultado estabelece o comportamento da fronteira da regido de estabilidade
na vizinhanca de um ponto de equilibrio Hopf Supercritico do tipo-k com k > 1.

Teorema 3.2. (Comportamento da fronteira da regiao de estabilidade na vizi-
nhanc¢a de um ponto de equilibrio Hopf Supercritico do tipo-k com k > 1) Seja
(o, Tpy) um ponto de bifurcacao Hopf supercritico do tipo-k, k > 1, de (2) para p = py.
Suponha que o ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-k x,, pertenca a fronteira da
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regidgo de estabilidade OA,, (acfm) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estavel z;, de (2) para i = po. Admita que as suposi¢oes (B1), (B2) e (B3) sejam
satisfeitas para todo p pertencente a um intervalo aberto I contendo p = g, exceto em pg
onde as condigoes (B1’) e (B2’) sio satisfeitas. Além disso, assuma que x,, seja o unico
ponto de equilibrio ndo hiperbdlico em p = pg. Suponha também, que para todo p € I,
todos os elementos criticos do sistema perturbado © = f(x, u) sejam elementos criticos
perturbados originados do sistema & = f(x, po). Entao existe uma vizinhanca de x,, e
€1 > € > 0 tal que:

(i) Existe um ponto de equilibrio hiperbdlico xﬁ do tipo-k, com 1 < k < n — 2,
em U para todo pu € (po — €1, po) e uma orbita fechada hiperbolica Qﬁ[ do tipo-k, com
1<k<n-—2, eum ponto de equilibrio hiperbdlico a:ﬁ[ do tipo-k+2, com1 <k <n-—2,
em U para todo p € (po, to + €1)-

(i) Para pu € (po, po + €) temos que Qf € 0A,(x;,) e :L’f € 0A,(x;,).

(iit) Para p € (uo — €, po) temos que xf € 0Au(xy,).

Observe do Teorema 3.2 que para pu € (uo — €, po), o ponto de equilibrio hiperbélico
:Ufj do tipo-k, com 1 < k < n — 2, na vizinhanca em U pertence a fronteira da regiao
de estabilidade de z;,. Em pu = po, o ponto de equilibrio perde a hiperbolicidade em U,
ocasionando o surgimento do ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-k, com k > 1.
O ponto de equilibrio Hopf supercritico estd na fronteira da regiao de estabilidade de
z,,. Para valores de u > po, o ponto de equilibrio hiperbdlico xf do tipo-k + 2, com
1 <k <n—2em U perde estabilidade e surge uma érbita fechada hiperbdlica Qf do
tipo-(k 4+ 1), com 1 < k < n — 2, em U na fronteira da regiao de estabilidade de zy. O
Teorema 3.2 estabelece que tanto a regiao de estabilidade quanto a fronteira da regiao de
estabilidade sofrem mudangas quando o parametro varia no intervalo (po — €, o +¢€). O
préximo resultado estabelece a caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade numa
vizinhancga pequena do valor de parametro de bifurcagao Hopf supercritico do tipo-k, com

k> 1.

Proposicao 3.1. (Caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade na vizi-
nhanga de um ponto de equilibrio Hopf Supercritico do tipo-k com k > 1) Seja
(o, ) um ponto de bifurcacdo Hopf supercritico do tipo-k, k > 1, de (2) para p = py.
Suponha que o ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-k x,, pertenca a fronteira da
regido de estabilidade Ay, (x;,) de um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estdvel z;, de (2) para i = po. Admita que as suposicoes (B1), (B2) e (B3) sejam
satisfeitas para todo u pertencente a um intervalo aberto I contendo p = pg, exceto em
po onde as condi¢oes (B1’) e (B2’) sdo satisfeitas. Além disso, assuma que x,, seja o
Unico ponto de equilibrio nao hiperbdlico em u = pg. Suponha também, que para todo
w € I, todos os elementos criticos do sistema perturbado © = f(x, u) sejam elementos
criticos perturbados originados do sistema © = f(x, pug). Se rfm sao os elementos criticos
em OAy, (7)), i =1, ..., k, entdo: ‘

(1) Para pp = pg temos A, (x5,) = U; Wiy () U; Wi (@)

(ii) Existe € > 0 tal que, para todo p € (po — €, po), OAu(xs) = U; Wiri) UWi(a/])

onde rfu 1=1, 2, ..., k sao os elementos criticos hiperbolicos perturbados em aAu(fo)
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e xf € o ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-k, com 1 < k < n — 2, originado da

bifurcagdo Hopf supercritico do tipo-k, k > 1.

(iit) Existe € > 0 tal que, para todo ju € (1o, po+e), OA,(z5) = U Wiri) U Wj(:cﬁ]) U
Wj(ij) onde r,, i =1,2, ..., k sao os elementos criticos hiperbélicos perturbados em
OAu(x;,) e a:f e Qﬁ[ s@o o ponto de equilibrio hiperbolico do tipo-(k+2), com1 < k < n—2,
e a orbita periddica do tipo-k, com 1 < k < n—2, respectivamente, originados da bifurcacdo
Hopf supercritica do tipo-k, k > 1.

4 Exemplos

Considere o sistema dindmico auténomo nao-linear extraido de [6] © = (—z + p)z —
y—z(@+y%), 9= (—2+py+z—y(@®+y°) e £ = —0.1(2+0.5(z% +3*)) (2 — 3)(8 - 2),
onde (z, y, z) € R3 e p € R. Para pg = 0, o sistema possui trés pontos de equilibrio,
sao eles: o ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-1, 1 = (0, 0, 8), o ponto de equilibrio
Hopf supercritico do tipo-1, :xﬁ) = (0, 0, 0), e um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel, z;, = (0, 0, 3). A fronteira da regiao de estabilidade de z;, = (0, 0, 3) é formada
pela uniao da variedade estavel do ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-1 z1 = (0, 0, 8)
com a variedade central do ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-1 mﬁ‘g = (0, 0, 0),
ver Figura 1(a). Para = —0.5, o sistema possui trés pontos de equilibrio, sao eles: dois
pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo-1, :cff = (0,0, 0) ex; = (0, 0, 8), e um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel, x;, = (0, 0, 3). O ponto de equilibrio xf é originado
do ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-1 em uma bifurcacao Hopf supercritica
do tipo-1. Os pontos de equilibrio hiperbdlicos :cf = (0,0, 0) e z; = (0, 0, 8) pertencem
a fronteira da regiao de estabilidade 94, (z;,), de acordo com o Teorema 3.2, ver Figura
1(b). Para p = 0.5, o sistema possui quatro elementos criticos, sdo eles: um ponto de
equilibrio hiperbdlico do tipo-3, a:f = (0, 0, 0), um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-
1, z; = (0, 0, 8), um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, z;, = (0, 0, 3), e uma
orbita periddica hiperbdlico do tipo-1 (;Sf . Os elementos criticos xf e d)f foram originados
do ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero em uma bifurcacao Hopf supercritica
do tipo-zero. Os pontos de equilibrio hiperbdlicos 1 e d)ff pertencem & fronteira da regiao
de estabilidade dA(z7,), de acordo com o Teorema 3.2, ver Figura 1(c).

5 Conclusoes

Neste artigo estudamos o comportamento da regiao de estabilidade de sistemas dinamicos
autonomos nao lineares sob a variacao de parametros. Inicialmente, apresentamos um
resultado que descreve o comportamento local da fronteira regiao de estabilidade na vi-
zinhanca de um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-k, com k£ > 1. Uma ca-
racterizacao global da fronteira da regiao de estabilidade na vizinhanca de um valor de
parametro de bifurcacao Hopf supercritica do tipo-k, com k& > 1 também foi apresentada.
Exibimos um exemplo para verificar os resultados apresentados.
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Figura 1: 1(a) A fronteira da regido de estabilidade de x;, = (0, 0, 3) é formada pela
unido da variedade estdvel W (1) com a variedade central W (z,,). 1(b) A fronteira
da regido de estabilidade de z;, = (0, 0, 3) é formada pela unido da variedade estével
W (z1) com a variedade estdvel W, (xf ). 1(c) A fronteira da regiao de estabilidade de

z;, = (0, 0, 3) é formada pela unido da variedade estavel W;(z1) com a variedade estdvel

s( +H
Wi(en)-
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