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Resumo: Nesse artigo consideramos duas classes de equações integrais de Volterra em escalas
temporais. Obtemos para essas classes de equações integrais, propriedades de continuidade e
convergência de soluções.
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1 Introdução

O cálculo em escalas temporais foi introduzido por Hilger [11] para unificar o cálculo de diferença
e o cálculo diferencial. A teoria de escalas temporais admite diversas aplicações em modelagem
matemática e outras áreas, conforme verificamos em [2], [4], [5], [6], [9], [12], [17] e [18]. Em
particular, equações integrais de Volterra em escalas temporais foram consideradas, por exemplo,
em [1], [13] e [14].

Nesse trabalho provamos propriedades de continuidade e convergência de soluções para duas
classes de equações integrais de Volterra em escalas temporais. Tais propriedades constituem
extensões dos respectivos casos clássicos considerados em [7] para escalas temporais.

2 Preliminares

Nesta seção consideramos conceitos e resultados básicos da teoria de escalas temporais que serão
úteis no desenvolvimento desse trabalho.

Utilizaremos as seguintes convenções:

i) se x ∈ Rn denotamos a norma euclidiana de x por ‖x‖.

ii) se A e T são subconjuntos de R, denotamos por AT o conjunto A ∩ T.

2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T ⊂ R é um conjunto não-vazio e fechado. Usaremos uma escala temporal
T compacta, sendo a = minT e b = maxT.

Define-se a função σ : T→ T como

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}.

Estamos supondo que inf ∅ = supT.

Lema 2.1 ([8]) Existem I ⊂ N e {ti}i∈I ⊂ T tal que

RS := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I .
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2.2 Integração em escalas temporais

A obtenção da σ-álgebra de subconjuntos da escala temporal T, constitúıda de conjuntos ∆-
mensuráveis, pode ser encontrada em [10]. Denotaremos essa σ-álgebra por ∆.

Para funções f : T → R̄ a noção de integração pode ser encontrada, por exemplo, em [3],
[15] e [16]. Denotamos a integral de uma função f : T→ R̄ sobre um conjunto E ∈ ∆ por∫

E
f(s)∆s.

Chamamos essa integral de ∆-integral de Lebesgue de f sobre E. Denotaremos por L1(E,Rn)
o conjunto das funções f : T→ Rn ∆-integráveis sobre E.

Dada uma função f : T→ Rn defina f̃ : [a, b]→ Rn por

f̃(t) =

{
f(t), t ∈ T
f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I,

onde I ⊂ N e {ti}i∈I = RS.
Seja E ⊂ T e defina

Ẽ = E ∪
⋃
i∈IE

(ti, σ(ti))

onde
IE := {i ∈ I : ti ∈ E ∩RS} .

O teorema a seguir é provado em [8] para funções escalares. Entretanto, esse resultado
continua válido para funções vetoriais, como afirmado a seguir.

Teorema 2.1 ([8]) Seja E ∈ ∆ tal que b 6∈ E. Então, f ∈ L1(E,Rn) se, e somente se,
f̃ ∈ L1(Ẽ,Rn) . Neste caso, ∫

E
f(s)∆s =

∫
Ẽ
f̃(s)ds.

Usaremos também a seguinte generalização do Lema de Gronwall.

Teorema 2.2 Sejam ϕ : [t0, t1] → [0,+∞) uma função Lebesgue integrável e ψ : [t0, t1] →
[0,+∞) uma função cont́ınua. Suponha que

ϕ(t) ≤ K + L

∫ t

t0

ψ(s)ϕ(s)ds

para todo t ∈ [t0, t1], com K ≥ 0 e L ≥ 0. Então

ϕ(t) ≤ K expL

∫ t

t0

ψ(s)ds

para todo t ∈ [t0, t1].

3 Equações integrais de Volterra

Sejam g : T × T × Rn → Rn e f : T → Rn funções dadas. Nesse trabalho consideramos as
seguintes equações integrais de Volterra em escalas temporais

x(t) = f(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, x(s))∆s (1)

x(t) = f(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, x(σ(s)))∆s (2)

onde t ∈ T e x : T→ Rn é a função incógnita.
A existência de soluções cont́ınuas para essas duas classes de equações integrais podem ser

encontradas em [13].
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4 Continuidade e convergência de soluções

Nessa seção obtemos as extensões das propriedades de continuidade e convergência de soluções
consideradas em [7] para escalas temporais.

4.1 Continuidade de soluções

Consideramos primeiro a continuidade de soluções com relação às condições iniciais para a
equação 1. Outro resultado de dependência cont́ınua para essa classe de equações integrais foi
obtido em [13]. Assim, sejam x(t) e y(t) soluções das equações

x(t) = f1(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, x(s))∆s (3)

e

y(t) = f2(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, y(s))∆s (4)

em T, com ‖f1 − f2‖∞ ≤ δ, então para g de Lipschitz devemos ter ‖x− y‖∞ ≤ ε.

Teorema 4.1 Sejam f1, f2 : T→ Rn e g : U → Rn funções cont́ınuas, com

U = {(t, s, x) : a ≤ s ≤ t ≤ b, x ∈ Rn}.

Suponha que exista L > 0 tal que |g(t, s, x) − g(t, s, y)| ≤ L|x − y| em U . Sejam x(t) e y(t)
soluções de 3 e 4, respectivamente, em T. Se δ = ‖f1 − f2‖∞ então

‖x(t)− y(t)‖ ≤ δeL(t−a)

para todo t ∈ T.

A demonstração desse teorema segue nas mesmas linhas da demonstração do respectivo caso
cont́ınuo [7]. Para isso são usados os teoremas 2.1 e 2.2.

Consideramos agora a continuidade de soluções com relação às condições iniciais para a
equação 2. Assim, sejam x(t) e y(t) soluções das equações

x(t) = f1(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, x(σ(s)))∆s (5)

e

y(t) = f2(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, y(σ(s)))∆s (6)

em T.

Teorema 4.2 Sejam f1, f2 : T→ Rn e g : U → Rn funções cont́ınuas, com

U = {(t, s, x) : a ≤ s ≤ t ≤ b, x ∈ Rn}.

Suponha que exista L > 0 tal que |g(t, s, x) − g(t, s, y)| ≤ L|x − y| em U . Sejam x(t) e y(t)
soluções de 5 e 6, respectivamente, em T. Se δ = ‖f1 − f2‖∞ e L(b− a) < 1 então

‖x(t)− y(t)‖ ≤ δ +MδeML(t−a)

para todo t ∈ T, onde M = 1
1−(b−a)L .
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4.2 Convergência de soluções

Obtemos a seguir resultados de convergência de soluções para equações integrais de Volterra em
escalas temporais.

Teorema 4.3 Seja {gk} uma sequência de funções cont́ınuas, com gk : T × T × Rn → Rn

satisfazendo
‖gk(t, s, x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖)

para todo (t, s, x) ∈ T × T × Rn. Suponha que {fk} é uma sequência de funções fk : T → Rn

uniformemente limitada e equicont́ınua tal que fk ⇒ f . Suponha também que

(a) gk(t, s, x)→ g(t, s, x) em T× T× Rn.

(b) existe L > 0 tal que ‖gk(t, s, x)− gk(t, s, y)‖ ≤ L‖x− y‖ para todo k.

(c) para cada k, ψk(t) é uma solução cont́ınua de

ψk(t) = fk(t) +

∫
[a,t)T

gk(t, s, ψk(s))∆s,

t ∈ T.

(d) para cada ε > 0 e M > 0, existe δ > 0 tal que

‖gk(t, s, x)− gk(t1, s, x)‖ ≤ ε | t− t1 |

onde s ∈ T, | t− t1 |< δ, t, t1 ∈ T, ‖x‖ ≤M e k é um inteiro.

Então existe uma subsequência {ψkj} ⊂ {ψk} e uma função ψ : T → Rn tal que ψkj ⇒ ψ, e ψ
satisfaz

ψ(t) = f(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, ψ(s))∆s

em T.

A demonstração desse teorema também segue nas mesmas linhas da demonstração do respectivo
caso cont́ınuo [7]. Além disso, são usados os teoremas 2.1 e 2.2 na obtenção desse resultado.

Um resultado de convergência análogo também pode ser obtido para a classe de equações 2.

Teorema 4.4 Seja {gk} uma sequência de funções cont́ınuas, com gk : T × T × Rn → Rn

satisfazendo
‖gk(t, s, x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖)

para todo (t, s, x) ∈ T × T × Rn. Suponha que {fk} é uma sequência de funções fk : T → Rn

uniformemente limitada e equicont́ınua tal que fk ⇒ f . Suponha também que

(a) gk(t, s, x)→ g(t, s, x) em T× T× Rn.

(b) ‖gk(t, s, x)− gk(t, s, y)‖ ≤ L‖x− y‖ para todo k.

(c) para cada k, ψk(t) é uma solução cont́ınua de

ψk(t) = fk(t) +

∫
[a,t)T

gk(t, s, ψk(σ(s)))∆s,

t ∈ T.
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(d) para cada ε > 0 e M > 0, existe δ > 0 tal que

‖gk(t, s, x)− gk(t1, s, x)‖ ≤ ε | t− t1 |

quando s ∈ T, | t− t1 |< δ, t, t1 ∈ T, ‖x‖ ≤M e k é um inteiro.

Se C(b−a) < 1, então existe uma subsequência {ψkj} ⊂ {ψk} e uma função ψ : T→ Rn tal que
ψkj ⇒ ψ, e ψ satisfaz

ψ(t) = f(t) +

∫
[a,t)T

g(t, s, ψ(σ(s)))∆s

em T.

5 Conclusões

Esse trabalho contribuiu para o avanço do conhecimento na teoria de escalas temporais. Mais
especificamente, usando uma generalização do Lema de Gronwall prova propriedades de con-
tinuidade e convergência de soluções cont́ınuas para equações integrais de Volterra em escalas
temporais.
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