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Resumo: Nesse artigo consideramos duas classes de equagoes integrais de Volterra em escalas
temporais. Obtemos para essas classes de equacgoes integrais, propriedades de continuidade e
convergéncia de solugoes.
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1 Introducao

O célculo em escalas temporais foi introduzido por Hilger [11] para unificar o calculo de diferenca
e o cdlculo diferencial. A teoria de escalas temporais admite diversas aplicacoes em modelagem
matemética e outras dreas, conforme verificamos em [2], [4], [5], [6], [9], [12], [17] e [18]. Em
particular, equagoes integrais de Volterra em escalas temporais foram consideradas, por exemplo,
em [1], [13] e [14].

Nesse trabalho provamos propriedades de continuidade e convergéncia de solugoes para duas
classes de equacoes integrais de Volterra em escalas temporais. Tais propriedades constituem
extensoes dos respectivos casos cldssicos considerados em [7] para escalas temporais.

2 Preliminares

Nesta secao consideramos conceitos e resultados bésicos da teoria de escalas temporais que serao
lteis no desenvolvimento desse trabalho.
Utilizaremos as seguintes convencoes:

i) se z € R" denotamos a norma euclidiana de x por ||z||.

ii) se A e T sao subconjuntos de R, denotamos por At o conjunto A N T.

2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T C R é um conjunto nao-vazio e fechado. Usaremos uma escala temporal
T compacta, sendo a = minT e b = max T.
Define-se a funcao o : T — T como

o(t)=inf{s € T:s > t}.
Estamos supondo que inf ) = sup T.
Lema 2.1 ([8]) Ezistem I C N e {t;}icr C T tal que

RS ={teT:t<o(t)} = {titier-
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2.2 Integracao em escalas temporais

A obtencdo da o-dlgebra de subconjuntos da escala temporal T, constituida de conjuntos A-
mensuraveis, pode ser encontrada em [10]. Denotaremos essa o-algebra por A.

Para funcdes f : T — R a nocdo de integracdo pode ser encontrada, por exemplo, em [3],
[15] e [16]. Denotamos a integral de uma fungio f : T — R sobre um conjunto E € A por

[E F(5)As.

Chamamos essa integral de A-integral de Lebesgue de f sobre E. Denotaremos por L1 (E,R™)
o conjunto das fungdes f: T — R" A-integraveis sobre E.
Dada uma fungao f : T — R” defina f : [a,b] — R" por

Fie f(t)v teT
fe) = { ft;), te€ (ti,o(t;)) para algum i € I,

onde I C Ne {t;}iecr = RS.
Seja £ C T e defina

E=EU ] (tiot))
i€lp
onde
Ip:={iel:t;e ENRS}.

O teorema a seguir é provado em [8] para funcoes escalares. Entretanto, esse resultado
continua valido para fungoes vetoriais, como afirmado a seguir.

Teorema 2.1 ([8]) Seja E € A tal que b ¢ E. Entdo, f € L1(E,R") se, e somente se,

f e Li(E,R") . Neste caso,
/ f(s)As = / f(s)ds.
E E

Usaremos também a seguinte generalizacao do Lema de Gronwall.

Teorema 2.2 Sejam ¢ : [to,t1] — [0,+00) uma fungdo Lebesgue integrdvel e v : [to,t1] —
[0, +00) uma fungdo continua. Suponha que

t
p(t) S K+ L | (s)p(s)ds
to
para todo t € [tg,t1], com K >0 e L > 0. Entdo
t
p(t) < KexpL [ (s)ds
to

para todo t € [to,t1].

3 Equacgoes integrais de Volterra

Sejam g : TXx T xR® - R" e f: T — R™ funcées dadas. Nesse trabalho consideramos as
seguintes equacoes integrais de Volterra em escalas temporais

£(t) = £(t) + /[ | o 2(6)as 1)

£(t) = f(t) + /[ NECEECONIS 2)

ondet € Tex:T — R"é a fungao incognita.
A existéncia de solugdes continuas para essas duas classes de equagoes integrais podem ser
encontradas em [13].
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4 Continuidade e convergéncia de solugoes

Nessa secao obtemos as extensoes das propriedades de continuidade e convergéncia de solugoes
consideradas em [7] para escalas temporais.
4.1 Continuidade de solugoes

Consideramos primeiro a continuidade de solugbes com relacao as condigbes iniciais para a
equacao 1. Outro resultado de dependéncia continua para essa classe de equagdes integrais foi
obtido em [13]. Assim, sejam z(t) e y(t) solugbes das equagoes

2(t) = fult) + / o(t,5,2(5))As (3)

[a9t)T

u(t) = folt) + / olt, 5,y(s))As (4)

[a,t)']r
em T, com || f1 — fa]|co < 6, ent@o para g de Lipschitz devemos ter ||z — y||co < €.
Teorema 4.1 Sejam fi,fo: T —R" e g: U — R" fungdes continuas, com
U={(t,s,z):a<s<t<bxecR"}

Suponha que exista L > 0 tal que |g(t,s,x) — g(t,s,y)| < Llz —y| em U. Sejam x(t) e y(t)
solugoes de 3 e 4, respectivamente, em T. Se § = ||f1 — f2|lco entao

() = y(t)|| < de =)
para todo t € T.

A demonstracdo desse teorema segue nas mesmas linhas da demonstracao do respectivo caso
continuo [7]. Para isso s@o usados os teoremas 2.1 e 2.2.

Consideramos agora a continuidade de solugoes com relacao as condicoes iniciais para a
equagao 2. Assim, sejam x(t) e y(t) solugoes das equagoes

£(t) = fi(t) + / ol 5, 2(0(s))) As (5)

[a,t)T
y(t) = folt) + / olt, 5,4(0(5)) As (6)
[a,t)T
em T.

Teorema 4.2 Sejam fi,fo: T —=R" eg: U — R" funcdes continuas, com
U=A{(t,s,z):a<s<t<buxecR"}

Suponha que exista L > 0 tal que |g(t,s,z) — g(t,s,y)| < Llz —y| em U. Sejam x(t) e y(t)
solugoes de 5 e 6, respectivamente, em T. Se § = ||f1 — fa|loo € L(b—a) < 1 entao

l(t) —y()]| < 6 + M=)

para todo t € T, onde M = m.
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4.2 Convergéncia de solugoes

Obtemos a seguir resultados de convergéncia de solucoes para equagoes integrais de Volterra em
escalas temporais.

Teorema 4.3 Seja {gr} uma sequéncia de funcées continuas, com g : T x T x R" — R"
satisfazendo
lgr(t, s, )| < C(1 + lz])

para todo (t,s,z) € T x T x R™. Suponha que {fi} € uma sequéncia de fungées f : T — R"
uniformemente limitada e equicontinua tal que fr = f. Suponha também que

(a) gx(t,s,x) — g(t,s,x) em T x T x R™.
(b) existe L > 0 tal que [|gx(t,s,x) — gr(t,s,y)|| < Ll|z —y|| para todo k.

(¢) para cada k, Y (t) é uma solu¢ao continua de
Vi(t) ka(t)+/[ ) 9 (t, 5,9k (s))As,
a,t)T

teT.

(d) para cada e >0 e M > 0, existe § > 0 tal que
Hgk(t,s,x) - Qk(tlaé’,i’)” <€ | t—1t |
ondeseT, |t—t1|<0, t,t1 €T, ||z|| <M ek éum inteiro.

Entdo existe uma subsequéncia {¢y,} C {¢x} e uma fungdo ¢ : T — R" tal que Yr;, = Y, et
satisfaz

B(t) = () + / ot 5,(s))As
[a’t)']l'
em T.

A demonstragao desse teorema também segue nas mesmas linhas da demonstracao do respectivo
caso continuo [7]. Além disso, sao usados os teoremas 2.1 e 2.2 na obtencao desse resultado.
Um resultado de convergéncia analogo também pode ser obtido para a classe de equacées 2.

Teorema 4.4 Seja {gr} uma sequéncia de fungoes continuas, com g : T x T x R* — R"
satisfazendo
lgr(t, s, )| < C(A + lz])

para todo (t,s,z) € T x T x R™. Suponha que {fi} € uma sequéncia de fungoes fr : T — R"
uniformemente limitada e equicontinua tal que fi, = f. Suponha também que

(a) gi(t,s,z) — g(t,s,x) em T x T x R".
(b) llgr(t,s,z) — gr(t,s,y)|| < L|lx —y|| para todo k.

(¢) para cada k, Y (t) é uma solug¢ao continua de

() = fult) + / g (t, 5, (0 (5)))As,

[a,t)']r

teT.
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(d) para cada € >0 e M > 0, existe § > 0 tal que
lgr(t, s,2) — gr(t1, s, 2)[| < e |t —t1 |
quando s € T, |t —t1 |[< 6, t,t1 €T, ||z|| < M e k é um inteiro.

Se C(b—a) < 1, entdo eriste uma subsequéncia {1x;} C {¢r} e uma funcio b : T — R™ tal que
Vi, =Y, e satisfaz

B(t) = f(t) + /[ , 5 0(o())As

em T.

5 Conclusoes

Esse trabalho contribuiu para o avango do conhecimento na teoria de escalas temporais. Mais
especificamente, usando uma generalizacdo do Lema de Gronwall prova propriedades de con-
tinuidade e convergéncia de solugoes continuas para equagoes integrais de Volterra em escalas
temporais.
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