Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.
Trabalho apresentado no CMAC-Sul, Curitiba-PR, 2014.

Estabilidade Exponencial para um Problema de Transmissao
para Equacao da onda Amortecida

Félix Pedro Quispe Gomez
Departamento Academico de Matematica, DAMAT - UTFPR,
80230-901, Curitiba, PR
E-mail: felixgomez@Qutfpr.edu.br, felixl2gomez@gmail.com

Resumo: FEstudamos uwm problema de transmissao de um sistema de equagdes hiperbdlicas for-
mado por uma equacdo da onda amortecida tipo fricao e uma equagdo da onda agindo cada uma
numa parcela de seu dominio unidimensional. Para este modelo obtemos o decaimento exponen-
cial utilizando a sistemdtica dos semigrupos e técnicas multiplicativas.
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1 Introducao

A preocupacao principal serd obter decaimento exponencial do seguinte sistema de equagoes
diferenciais parciais. Considere um intervalo |0, L[C R que se encontra dividido em dois subin-
tervalos abertos, |0, lo[ e ]lp, L[. As equagoes diferenciais que governam o fenémeno sao,

OPu — adu + Yo = 0 em 10, 1p[x]0, +o0] (1.1)
O*v — B2 =0 em 1lo, L[]0, +00] (1.2)

com condicoes de transmissao,

u(lo,t) = v(lo, 1), t €10, +o0] (1.3)
adzu(ly,t) = BOyv(lo, t), t €]0,4o00]

condicoes de fronteira,

u(0,t) = v(L,t) =0, t €10, +o0] (1.5)
condigoes iniciais,
u(z,0) = u,(z), Owu(z,0) =u,(z), z€]0,lol (
v(z,0) = v,(x), Ow(z,0) =v,(x), €]y, L] 7

e finalmente as condigoes de compatibilidade,

UO(ZO) = Uo(l0)7 Uy (ZO) = (ZO)
a0zuo(ly) = B Orvo(lp).

Vejamos a seguinte Figura 1 que ilustra o dominio do sistema em estudo, as constantes « e
[ sao distintas e a dissipagao escolhida atua somente no dominio da fungao wu.
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u(x, t) lo

0 V(X, 1) L
u(x, t) = v(x, t)

Condigdes de Transmisséo

Figura 1: Dominio do problema de Transmissao

2 Notacoes e Espacos Necessarios

Considere os seguintes espagos
Vi = {we HY(0,1,): w(0) = 0}, Vo ={ve H'(l,,L): v(L) = 0}.
Para os intervalos que formam o dominio adotamos a seguinte notacao
I =]0,l,] e Is =]l L[

Para a reformulacao do problema consideramos as seguintes variaveis,

U U 0 I 0 O
| Ou | w B ad? —I 0 0
U= | PO=1,1 © A= 0" 0o o 1
Oyv v1 0 0 B2 0
isto é,
oy o 0 I 0 0 U
| Pu| | adPu— O |ad? —I 0 0 Oru
oU = ov | O ’ AU = 0 0 0 I v
02 B2 0 0 Bd2 0 Opv

Logo o sistema correspondente ao problema de valor inicial (1.1)-(1.2) e (1.6) -(1.7), se
transforma numa equagao de evolucao auténoma,

oU =AU, t>0, U0) =0, (2.8)
A seguir construimos os espagos para esta reformulagao. Considere o espago

U

1

1 . )
H = o | cute Vi, W e L), i=1,2, u'(lo) =u3(lp)
2

v
u
v
com a seguinte norma

lo L
HUH%_[ = / a\@zullz + ]v1]2dx +/ 6\8$u2\2 + \vZ\Qd:U.
0 lo

O operador A de ‘H em H possue o seguinte dominio,
Wl
1 . )
D(A) = ZQ eH:u e VinHXL), v eV, i=1,2 adu(l) = Bdu(lo)
2
v

Theorem 2.1 O problema de valor inicial (2.8) como o operador A linear esta bem colocado
se e somente se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de classe C,. Neste caso a
unica solugdo de (2.8) esta dada por U(t) = S(t)U, para U, no dominio de A.

Prova. A prova deste teorema se encontra em Goldstein [3]. O
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3 Existéncia de Solugoes

Utilizaremos o teorema de Hille-Yosida para semigrupos. Uma das hipéteses foi provada anteri-
ormente. As Unicas condigoes que estao faltando mostrar sao as seguintes,

_ 1
RYCp(A) e M =A) gy < T AERT

onde a segunda é equivalente a,
_ 1
AT = A Fl ey < TIElw, A eRT.
Podemos representar U = (A — A)~1F e com esta notacdo temos a seguinte equivaléncia,
N —-A)'F=U & AU — AU = (M — A)U = F,

e nos leva para seguinte equacao em termos das coordenadas,

ut vl fi

\ vl _ a@%ul — ot I

u? v? - fo

v? Bo2u? 9

O sistema resolvente que nos permite mostrar a condigoes procuradas é,

Ml —vl=f em I, (3.9)
2! —ad?u! + 't =g em I, (3.10)
M?—v?=fy em I (3.11)
M? = B2t =gy em I (3.12)

A etapa final serd atuar em cada uma das equacoes que formam o sistema resolvente. Pri-
meiro, multiplicamos pelos conjugados,

—ad2ul, ol —B02u?, 02
as equacoes (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) respectivamente. Logo somando esses resultados e

utilizando as condig¢oes de transmissao (1.3) e (1.4) obteremos a seguinte desigualdade,

lo
MU, +7/0 ot [Pda < ||U][||F| (3.13)
de onde obtemos,
MO = A7 =AU < ||F]|
logo
I = A~ <

sendo o que desejavamos mostrar. O

>| =

4 Resultado de Decaimento Exponencial

O nosso resultado de decaimento é uma aplicagdo do seguinte teorema,

Theorem 4.1 Seja S(t) = et um semigrupo de classe Cy, de contracoes num espago de Hilbert.
Entao S(t) € exponencialmente estdvel se e somente se

iR={if, BER}Cp(A)

M —A)H<C, ¥V Re[A]>0
sao vdlidas.

Prova. A prova encontra-se nos trabalhos de Gearhart [2], Huang [4] e e Priiss [1]. O
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5 Resultado Principal

Utilizando o mesmo procedimento para encontrar a estimativa (3.13) da segdo anterior com
A € C obtemos

Lo
Re[\||U|” +’V/0 o' Pz < U] F]-

Em particular se tomamos A = i 5 temos que Re [A\] = 0 e obtemos a seguinte estimativa,
lo
3 [ e < O (5.14)
onde a norma de U em H ¢é dada por,
lo L
U3, = / a|ogut 2 4 ot |? da —I—/ Blogu?|)? + |v?|* da.
0 lo

A idéia central, nesta implementacao do Teorema 4.1 para com nosso problema em questao,
¢ a recuperagao da norma de U. Apartir de agora esse serd nosso objetivo.
Multiplicando a equacao (3.10) pelo conjugado u! e integrando em I; obtemos,

o lo lo lo
)\/ vlulds + a/ |0pu Pdx — aul (1,)0,ut (1,) + ’y/ viuldr = / grutde.
ou

lo lo lo lo
a/ |0yut|?dx = —)\/ Ululdx—y/ vluldx—l—/ qrulde + oau'(l,)0put (1,)

logo utilizando a equagao (3.9) temos,

lo )\ lo lo N
a/ 0,u' Pd = —)\/ vl |?dx — ’y/ viulde
0 loo B \ l(:f
+/ grutdr — )\/ fivtde 4+ aut(ly)0.ut (1,).

Utilizando a estimativa (3.13) e a desigualdade de Poincaré,

Lo
«
2/ |Ouu' Pda < CIF| U + |aut (1)’ (L) (5.15)

Multiplicando a relacao (3.10) pela quantidade z0,u! e integrando temos,

lo lo lO -
A / zvtdulde — a/ 02utOpulde + 7/ vl Oyulds
0 0 0

lo
:/ x g10;uldx
0

ou de forma equivalente,

)\ lo o lo lo
/ zvlOvlde — / 8x\8mu1]2dac + ’y/ zvldyulde
A Jo 2 Jo 0

lo lo
:/ x g10utdxr — i/ z 00, frdz.
o 0

Especificamente teremos a seguinte situcao,

1 [l a [l
—/ x@m\vl\Qdaz—/ 20| 0pu' |2da
2 Jo 2 Jo

l l l
o o JR— A o JE—
= _»y/ zvldpulde +/ z g10,uldr — )\/ zv' 0, frda.
o o 0
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logo integrando por partes e maiorando teremos,
lo
= 2 {0 )P+l ()P} <7 [ leotBlde + U F).
o

Estimando o lado direito da desigualdade acima temos,

lo 1/2 lo
ISCHU!HF!JFWZO(/ W) (/ |a$u1\2)

< CIUINE+ U2 E 12 0pu| 2
Da estimativa anterior (5.15) temos,
L< OIUIIE+ CUUIZIEN {Ju (o) + [85u’ (1)}
logo teremos a seguinte estimativa,

1

S < GAIF[U + Cs|[ U2 P12 (1)
Utilizando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg, teremos

1/2 1/2
[u (o)) < [[ut e < Cllut 152100t |12 < Collut |12 + 610w 2. (5.16)

Novamente da desigualdade anterior (5.16) obtemos a relagao,

\aul(lo)axul (lo)] < 50|8xu1 (ZO)’2 + Cso|u1 (l0)|2
< Ceo|UIP 4 oCIUIF| + Cle,0) [ut | 12 + €ol|Opu’ | 2

onde 0 < g,/C,.
Escrevendo de forma mais simplificada temos,

u (l0)ru (L) < Ce,||U|* + e, CIU [ || + Celfu' |72 (5.17)
Considere A\ = i e substitua na relagao (3.9) para obter
lo lo
52/ lut|?dx < 4/ |v! |2dz 4 C|| F||?
o o
< 4UlIF]+ClIFI?
ou de maneira equivalente
e
/ u'"de < =5 [IIUIHIFIHCHFII ]
o
e quando 8 — oo, segue que existe C, tal que,
lo
Julls = [ et Pdo < CIUIIEN + dol FI? (518)
o

portanto
o

lo
2/0 |0z [*da < o CIIU | + CE|| U FI| + Ce|1F]*

Utilizando a relacao (5.14) obtemos

1] [
3 [/ o' ? +a|<9xu1|2d:v] < C|UNF| +eClUN* + C:| P (5.19)
0
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Multiplicando a relagdo (3.12) por (z — L)d,u?, obtemos

L L—1,
| 1P + s10aP) ar < 25
lo

< C{10uu (L) P + [v (L) P} + CUN £l

{[W*(W))? + B[0u (1))} + | FIIU| (5.20)

lo
<C [0l + !z + U |
o
< Ceo|lU|* + CU ||| + Ce | FII*.
Das equagoes (5.19) e (5.20) e levando em consideracao a norma de U temos
1 2 2 2
SIUIF < Ceol U + CEUIIEN + Ce, | F]
a seguir restringimos a constante Ce, < 1/4 e disto obteremos,
1 —
gHUH2 SCHFIP e Ul <CF

de onde resulta,
18I = AR < C|IF|l, ¥ BeR,

logo,
1@ — A7 <C, V BeR,

existe o decaimento exponencial. Il
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