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Resumo: Estudamos um problema de transmissão de um sistema de equações hiperbólicas for-
mado por uma equação da onda amortecida tipo frição e uma equação da onda agindo cada uma
numa parcela de seu domı́nio unidimensional. Para este modelo obtemos o decaimento exponen-
cial utilizando a sistemática dos semigrupos e técnicas multiplicativas.
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1 Introdução

A preocupação principal será obter decaimento exponencial do seguinte sistema de equações
diferenciais parciais. Considere um intervalo ]0, L[⊂ R que se encontra dividido em dois subin-
tervalos abertos, ]0, l0[ e ]l0, L[. As equações diferenciais que governam o fenômeno são,

∂2
t u− α∂2

xu+ γ∂tu = 0 em ]0, l0[×]0,+∞[ (1.1)

∂2
t v − β∂2

xv = 0 em ]l0, L[×]0,+∞[ (1.2)

com condições de transmissão,

u(lo, t) = v(lo, t), t ∈ ]0,+∞[ (1.3)

α∂xu(lo, t) = β∂xv(lo, t), t ∈ ]0,+∞[ (1.4)

condições de fronteira,
u(0, t) = v(L, t) = 0, t ∈ ]0,+∞[ (1.5)

condições iniciais,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), x ∈ ]0, l0[ (1.6)

v(x, 0) = v0(x), ∂tv(x, 0) = v1(x), x ∈ ]l0, L[ (1.7)

e finalmente as condições de compatibilidade,

uo(l0) = vo(l0), u1(l0) = v1(l0)

α∂xuo(lo) = β ∂xvo(l0).

Vejamos a seguinte Figura 1 que ilustra o domı́nio do sistema em estudo, as constantes α e
β são distintas e a dissipação escolhida atua somente no domı́nio da função u.
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v(x, t)
u(x, t) = v(x, t)

0 L

lou(x, t)

Condições de Transmissão

Figura 1: Domı́nio do problema de Transmissão

2 Notações e Espaços Necessários

Considere os seguintes espaços

V1 = {w ∈ H1(0, lo) : w(0) = 0}, V2 = {v ∈ H1(lo, L) : v(L) = 0}.

Para os intervalos que formam o domı́nio adotamos a seguinte notação

I1 =]0, lo[ e I2 =]lo, L[.

Para a reformulação do problema consideramos as seguintes variáveis,

U =


u
∂tu
v
∂tv

 , U(0) =


uo
u1
vo
v1

 e A =


0 I 0 0

α∂2
x −γI 0 0

0 0 0 I
0 0 β∂2

x 0


isto é,

∂t U =


∂tu
∂2
t u
∂tv
∂2
t v

 =


∂tu

α∂2
xu− γ∂tu
∂tv
β∂2

xv

 , AU =


0 I 0 0

α∂2
x −γI 0 0

0 0 0 I
0 0 β∂2

x 0




u
∂tu
v
∂tv

 .

Logo o sistema correspondente ao problema de valor inicial (1.1)-(1.2) e (1.6) -(1.7), se
transforma numa equação de evolução autônoma,

∂tU = AU, t ≥ 0, U(0) = Uo (2.8)

A seguir construimos os espaços para esta reformulação. Considere o espaço

H =



u1

v1

u2

v2

 : ui ∈ Vi, vi ∈ L2(Ii), i = 1, 2, u1(l0) = u2(l0)


com a seguinte norma

∥U∥2H =

∫ l0

0
α|∂xu1|2 + |v1|2 dx+

∫ L

l0

β|∂xu2|2 + |v2|2 dx.

O operador A de H em H possue o seguinte domı́nio,

D(A) =



u1

v1

u2

v2

 ∈ H : ui ∈ Vi ∩H2(Ii), vi ∈ Vi, i = 1, 2, α∂xu
1(l0) = β∂xu

2(l0)

 .

Theorem 2.1 O problema de valor inicial (2.8) como o operador A linear esta bem colocado
se e somente se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de classe Co. Neste caso a
única solução de (2.8) esta dada por U(t) = S(t)Uo para Uo no domı́nio de A.

Prova. A prova deste teorema se encontra em Goldstein [3]. �
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3 Existência de Soluções

Utilizaremos o teorema de Hille-Yosida para semigrupos. Uma das hipóteses foi provada anteri-
ormente. As únicas condições que estão faltando mostrar são as seguintes,

R+ ⊂ ρ(A) e ∥(λI −A)−1∥L(H) ≤
1

λ
, λ ∈ R+

onde a segunda é equivalente a,

∥(λI −A)−1F∥L(H) ≤
1

λ
∥F∥H, λ ∈ R+.

Podemos representar U = (λI −A)−1F e com esta notação temos a seguinte equivalência,

(λI −A)−1F = U ⇔ λU −AU = (λI −A)U = F,

e nos leva para seguinte equação em termos das coordenadas,

λ


u1

v1

u2

v2

−


v1

α∂2
xu

1 − γv1

v2

β∂2
xu

2

 =


f1
g1
f2
g2

 .

O sistema resolvente que nos permite mostrar a condições procuradas é,

λu1 − v1 = f1 em I1, (3.9)

λv1 − α∂2
xu

1 + γv1 = g1 em I1, (3.10)

λu2 − v2 = f2 em I2, (3.11)

λv2 − β∂2
xu

2 = g2 em I2. (3.12)

A etapa final será atuar em cada uma das equações que formam o sistema resolvente. Pri-
meiro, multiplicamos pelos conjugados,

−α∂2
xu

1, v1, −β ∂2
xu

2, v2

as equações (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) respectivamente. Logo somando esses resultados e
utilizando as condições de transmissão (1.3) e (1.4) obteremos a seguinte desigualdade,

λ∥U∥2H + γ

∫ lo

0
|v1|2dx ≤ ∥U∥∥F∥ (3.13)

de onde obtemos,
λ∥(λI −A)−1F∥ = λ∥U∥ ≤ ∥F∥

logo

∥(λI −A)−1∥ ≤ 1

λ
sendo o que desejavamos mostrar. �

4 Resultado de Decaimento Exponencial

O nosso resultado de decaimento é uma aplicação do seguinte teorema,

Theorem 4.1 Seja S(t) = eAt um semigrupo de classe Co de contrações num espaço de Hilbert.
Então S(t) é exponencialmente estável se e somente se

iR ≡ {i β, β ∈ R} ⊆ ρ(A)

e
∥(λI −A)−1∥ ≤ C, ∀ Re[λ] ≥ 0

são válidas.

Prova. A prova encontra-se nos trabalhos de Gearhart [2], Huang [4] e e Prüss [1]. �
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5 Resultado Principal

Utilizando o mesmo procedimento para encontrar a estimativa (3.13) da seção anterior com
λ ∈ C obtemos

Re[λ] ∥U∥2 + γ

∫ lo

0
|v1|2dx ≤ ∥U∥∥F∥.

Em particular se tomamos λ = i β temos que Re [λ] = 0 e obtemos a seguinte estimativa,

γ

∫ lo

0
|v1|2dx ≤ ∥U∥∥F∥ (5.14)

onde a norma de U em H é dada por,

∥U∥2H =

∫ l0

0
α|∂xu1|2 + |v1|2 dx+

∫ L

l0

β|∂xu2|2 + |v2|2 dx.

A idéia central, nesta implementação do Teorema 4.1 para com nosso problema em questão,
é a recuperação da norma de U . Apartir de agora esse será nosso objetivo.

Multiplicando a equação (3.10) pelo conjugado u1 e integrando em I1 obtemos,

λ

∫ lo

o
v1u1dx+ α

∫ lo

o
|∂xu1|2dx− αu1(lo)∂xu

1(lo) + γ

∫ lo

o
v1u1dx =

∫ lo

o
g1u1dx.

ou

α

∫ lo

o
|∂xu1|2dx = −λ

∫ lo

o
v1u1dx− γ

∫ lo

o
v1u1dx+

∫ lo

o
g1u1dx+ αu1(lo)∂xu

1(lo)

logo utilizando a equação (3.9) temos,

α

∫ lo

o
|∂xu1|2dx = −λ

λ

∫ lo

o
|v1|2dx− γ

∫ lo

o
v1u1dx

+

∫ lo

o
g1u1dx− λ

λ

∫ lo

o
f1 v

1dx+ αu1(lo)∂xu
1(lo).

Utilizando a estimativa (3.13) e a desigualdade de Poincaré,

α

2

∫ lo

o
|∂xu1|2dx ≤ C∥F∥∥U∥+ |αu1(lo)∂xu

1(lo)|. (5.15)

Multiplicando a relação (3.10) pela quantidade x∂xu1 e integrando temos,

λ

∫ lo

0
xv1∂xu1dx− α

∫ lo

0
x∂2

xu
1∂xu1dx+ γ

∫ lo

0
xv1∂xu1dx

=

∫ lo

0
x g1∂xu1dx

ou de forma equivalente,

λ

λ

∫ lo

0
x v1∂xv1dx− α

2

∫ lo

0
∂x|∂xu1|2dx+ γ

∫ lo

0
xv1∂xu1dx

=

∫ lo

o
x g1∂xu1dx− λ

λ

∫ lo

0
x v1∂xf1dx.

Especificamente teremos a seguinte situção,

−1

2

∫ lo

o
x∂x|v1|2dx−

α

2

∫ lo

o
x∂x|∂xu1|2dx

= −γ

∫ lo

o
xv1∂xu1dx+

∫ lo

o
x g1∂xu1dx− λ

λ

∫ lo

0
x v1∂xf1dx.
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logo integrando por partes e maiorando teremos,

I =
lo
2

{
[v1(lo)]

2 + α[∂xu
1(lo)]

2
}
≤ γ

∫ lo

o
|xv1∂xu1|dx+ C∥U∥∥F∥.

Estimando o lado direito da desigualdade acima temos,

I ≤ C∥U∥∥F∥+ γlo

(∫ lo

o
|v1|2

)1/2(∫ lo

o
|∂xu1|2

)1/2

≤ C∥U∥∥F∥+ C1∥U∥1/2∥F∥1/2∥∂xu1∥L2 .

Da estimativa anterior (5.15) temos,

I ≤ C∥U∥∥F∥+ C1∥U∥1/2∥F∥1/2
{
|u1(lo)|2 + |∂xu1(lo)|2

}
logo teremos a seguinte estimativa,

1

2
I ≤ C2∥F∥∥U∥+ C3∥U∥1/2∥F∥1/2|u1(lo)|2.

Utilizando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg, teremos

|u1(lo)| ≤ ∥u1∥L∞ ≤ C∥u1∥1/2
L2 ∥∂xu1∥

1/2
L2 ≤ Cδ∥u1∥L2 + δ∥∂xu1∥L2 . (5.16)

Novamente da desigualdade anterior (5.16) obtemos a relação,

|αu1(lo)∂xu
1(lo)| ≤ εo|∂xu1(lo)|2 + Cεo |u1(lo)|2

≤ Cεo∥U∥2 + εoC∥U∥∥F∥+ C(ε, δ)∥u1∥L2 + εo∥∂xu1∥L2

onde δ < εo/Cεo .
Escrevendo de forma mais simplificada temos,

αu1(lo)∂xu
1(lo) ≤ Cεo∥U∥2 + εoC∥U∥∥F∥+ C̃ε∥u1∥2L2 (5.17)

Considere λ = i β e substitua na relação (3.9) para obter

β2

∫ lo

o
|u1|2dx ≤ 4

∫ lo

o
|v1|2dx+ C∥F∥2

≤ 4∥U∥∥F∥+ C∥F∥2

ou de maneira equivalente ∫ lo

o
|u1|2dx ≤ 4

β2
[∥U∥∥F∥+ C∥F∥2]

e quando β → ∞, segue que existe Co tal que,

∥u1∥2L2 =

∫ lo

o
|u1|2dx ≤ Co∥U∥∥F∥+ do∥F∥2 (5.18)

portanto
α

2

∫ lo

0
|∂xu1|2dx ≤ εoC∥U∥2 + Cε∥U∥∥F∥+ Cε∥F∥2

Utilizando a relação (5.14) obtemos

1

2

[∫ lo

0
|v1|2 + α|∂xu1|2 dx

]
≤ Cε∥U∥∥F∥+ εC∥U∥2 + Cε∥F∥2. (5.19)
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Multiplicando a relação (3.12) por (x− L)∂xu
2, obtemos∫ L

lo

[
|v2|2 + β|∂xu2|2

]
dx ≤ L− lo

2

{
[v2(lo)]

2 + β[∂xu
2(lo)]

2
}
+ ∥F∥∥U∥ (5.20)

≤ C
{
|∂xu1(lo)|2 + |v1(lo)|2

}
+ C∥U∥∥F∥

≤ C

∫ lo

o
|∂xu1|2 + |v1|2dx+ C∥U∥∥F∥

≤ Cεo∥U∥2 + Cε∥U∥∥F∥+ Cε∥F∥2.

Das equações (5.19) e (5.20) e levando em consideração a norma de U temos

1

2
∥U∥2 ≤ Cεo∥U∥2 + Cε∥U∥∥F∥+ Cεo∥F∥2

a seguir restringimos a constante Cεo < 1/4 e disto obteremos,

1

8
∥U∥2 ≤ C2

ε∥F∥2 e ∥U∥ ≤ C̃ε∥F∥

de onde resulta,
∥(iβI −A)−1F∥ ≤ C∥F∥, ∀ β ∈ R,

logo,
∥(iβI −A)−1∥ ≤ C, ∀ β ∈ R,

existe o decaimento exponencial. �
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