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Resumo: A forma cldssica do sistema de equagoes de Navier-Stokes, a qual deriva do principio
de conservacao de massa e momento linear, descreve o movimento de um fluido homogéneo
em um dominio bi ou tri dimensional sujeito a um campo de forcas externas. Neste trabalho,
busca-se solugoes para tal sistema em dominios tridimensionais finos e encontra-se resultados
com relacao a existéncia e unicidade, bem como solugcao global no tempo.
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1 Introducao

O sistema de equacoes de Navier-Stokes é um importante problema dentro da Matemadtica,
apesar de ainda estar em aberto e nao ter sido encontrada solucao classica. Estas equagoes, as
quais descrevem o movimento de um fluido homogéneo em um dominio bi ou tri dimensional
sujeito a um campo de forgas externas, possuem aplicacoes em ramos como Fisica, Meteorologia,
Mecanica dos Fluidos, entre outros, e restringindo-se a dominios finos, isto é, quando uma
dimensao é pequena comparada com as outras, aplica-se em Mecanica dos Solidos, Fisiologia,
Geofisica, Dindmica dos Oceanos, etc. O objetivo deste trabalho é encontrar solugbes globais
no tempo em espagos do tipo Sobolev do sistema de Navier-Stokes em dominios tridimensionais
finos, considerando uma combinagao entre as condicoes de fronteira de Dirichlet, fronteira livre
e periddica. Para tal, usa-se resultados cldssicos de [2] e [3], bem como adaptagoes destes para
dominios finos, encontrados em [1], [4] e [5].

2 Formulacao Matematica

As equacgoes de Navier-Stokes, deduzidas a partir do principio de conservacao da massa e do
momento, tém sua formulacao classica, com condigoes de fronteira de Dirichlet, dadas por:

u+u-Vu—pAu+Vp=f ; em Q¢ x(0,7)

divu =0 ; em Q. x(0,T) 1)
u(x,0) = ug(x) ; em Q. x(0,T)
u(z,t) =0 ; VeedQ,Vte(0,T)
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onde Q. C R? é um dominio tridimensional fino tal que Q. = w x (0,€), com € € (0,1) e w C R?
suave, T > 0, f : Q. x (0,T) — R3 é a forca externa, u : Q x (0,7) — R? é o campo de
velocidades, p : 2 x (0,7) — R é a pressao, x> 0 é a viscosidade do sistema e ug é a velocidade
inicial dada. Neste sistema de equacoes, a condi¢ao divu = 0 representa a incompressibilidade
do fluido.

As condigbes para a fronteira 0€2 sdo combinagoes entre as condigoes de fronteira de Diri-
chlet, fronteira livre e periddica. No que segue, ) = T', UT, UTY, onde

I''=wx{e}, Tp=wx{0}, e I', =0w x (0,¢).
Mais precisamente, tem-se

1. A condigao de fronteira livre em I'; UT", e periédica em I';, denotada por (FP). Considera-
se, neste caso, w = (0,11) x (0,12), l1,12 > 0,

ws=0 e 2 _9%%2 _o 01U,
8903 8953

Além disso u; é periddica nas direcbes x1 e o2 com periodo [y e lo, respectivamente, para
i =1,2,3. Ainda,

/ ug(:z:)da: = / filz,t)de =0, j=1,2.
Qe Qe

2. A condigao de fronteira livre em I'y UT}, e de Dirichlet em I';, denotada por (FD). Neste
caso, w C R? é um dominio limitado de classe C?,

0 0
R LUy, e u(x,t) =0 em I.

=0 —_— =
s 8333 8333

3. A condigao de fronteira livre em 052, denotada por (FF'). Neste caso, se n é o vetor normal
apontado para fora de 0€), entao

u-n=0, rotu xn=0 em Of)..

4. A condicao periddica em 02, denotada por (PP). Neste caso, w = (0,11) x(0,12), l1,l3 > 0
e u(x,t) é periédica em todo €. Além disso,

/QE o () = /Q f(a t)dz = 0.

5. A condigao de Dirichlet em 0., denotada por (DD), ou seja,

u(z,t) =0 em 0f,.

6. A condigao de Dirichlet em I'y UT', e peridédica em I, denotada por (DP). Neste caso,
u(z,t) =0 em It UTY

e u é periddica em I';. Além disso,

/ udda :/ fa(z,t)dz = 0.
Qe Qe

Mais ainda, os espagos funcionais V; e H, definidos como o fecho de v = {u € C°(Q,); divu = 0}
em H}(Q) e L?(€,), respectivamente, sofrem algumas alteracdes dependendo da condicio de
fronteira a ser considerada:
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1. Hpp = Hpp = {u € L2(Q.); divu = 0; uz(z,t) =0 em I UTy, fQ Ug(z,t)dx =0

e u| Ty =u|TlTaq3; a=1,2;, onde I'y e T'y13 sao as faces o = 0 e x4 = Iy de 0f,

respectivamente. Esta condicao indica a periodicidade da funcao v na direcao x.

2. Hpp = Hpp = Hpp = {uGLz(QG); divu =0; u-n=0 em 896},

3. Hpp = {u € L2(Q); divu = 0; Jo, u(z,t)dz =0 e uj |Tj=u;|Tjis; j= 1,2,3}.

Com relacao ao espago Ve, define-se como segue:
1. Vep ={u e H'(Q) N Hpp; u|To=1u|Tas3};
2. Vip ={u e H'(Q) N Hpp; u=0 em I;};
3. Vpp = {u € H},,(Q); divu = 0};
4. Vpp = {u € H}(Q); divu = 0};

5 Vep={u e HY(Q)NHprp; u-n=0 em 0}

Observagao: As normas relativas aos espagos V; e H, sao denotadas por || . ||, e | . |,
respectivamente.

3 Métodos

Inicialmente, para garantir os resultados a serem demonstrados, utiliza-se dois importantes
operadores, a saber, M, e N, os quais serao usados para a formulacao fraca das equacoes de
Navier-Stokes.

Definigao 3.1 Seja ¢ € L*(Qc) uma fungdo escalar. O operador média integral na dire¢do fina
€ definido por:

M. : L*(Q) — L*Q.)
¢ — Mcp(x1,22) / (1, 72,5 (2)
Define-se, também, o operador N¢ por
Nep = ¢ — Mo.
O operador M, ¢ definido para fun¢des u = (u1,u2,u3) tal que u; € L*(Qe), i = 1,2,3, isto ¢,
u — Mu= (Meuy, Mcug, Meus) , (3)
bem como Nou = u — Mu.
Dependendo da condigao de fronteira, tem-se:
(i) Para (FF), (FP) e (FD), M.u = (M.uy, Mcus, 0).
(ii) Para (PP), M.u = (Mcuy, Moug, M.us).
(iii) Para (DD) e (DP), M.u = 0.
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O préximo resultado, com relagdo aos operadores definidos acima, serd utilizado para as
estimativas a priori de M, e N, e independe da condicao de fronteira escolhida.

Teorema 3.1 Sejam u,v € H'(Q,). Entdo:
(i) Jo. VN - VMude =0

e 2 a2 ) 2 ~ 2
(i6) |uf? = )MEu +)N€u | |2 = HMU’ +HN€u
€ € € €

(iii) Se v € V. entdo M€U€V€ eNEvEV6
(zv)b(uqu)fb(MuMqu)—i—b(NuNqu)

be(u, u, Nov) = be(New, Mew, Nev) + be(Meu, New, Nev) + be(New, New, Nov),
onde u,v € V.

(v) Para todo u € D(A), tem-se
AN = N.Au e AMau= M.Au

Aqui, b é a forma trilinear dada por bc(u,v,w) = (u- Vv, w)r2(q,) € Ac € o Operador de
Stokes, o qual comuta com os operadores M, e N., isto é,

AE]\;[Eu = MEAEu e AENEU = NeAeu.

Agora, serdo enunciados resultados para desigualdades cldssicas em dominios finos. Tal
ferramenta torna-se importante para conhecer a exata dependéncia das constantes que aparecem
em desigualdades do tipo Sobolev com relacao a espessura do dominio. No que segue, usa-se
versoes apropriadas das desigualdades de Poincaré, de Agmon e Ladyzhenskaya, entretanto,
serao apenas enunciadas aquelas que envolvem o objetivo do trabalho.

Lema 3.1 Para qualquer u € Ve, vale que

ON.u
<e
aibg

(4)

Neu| <
€

€

Lema 3.2 (Desigualdade Anisotrépica de Agmon para Dominios Finos) FEziste uma cons-

tante positiva co(w), que ndo depende de €, tal que, para toda u € H?(Q),

1/4
1/4 0*u ou 1
ey < — Sl= +5
Ul ey < @) lulg,) (‘M% o 0| poay T ulr2(a,)
1/4
2 ou
X - + |ul
£[1 Z axlax] oy 10750, L2(90)

Combinando os resultados acima, tem-se:

Lema 3.3 Eziste uma constante positiva co(w), que nao depende de €, tal que, para toda u €
D(A),
3/4

1/4
< cp(w) ‘Neu

23: ON.u
L2(0) st O0x;0x;

)Neu (5)

LOO(QG) LQ(Qe)

A préoxima desigualdade decorre da Desigualdade Anisotrépica de Ladyzhenskaya.

Lema 3.4 FExiste uma constante positiva cg, independente de €, tal que

-2 2
‘Neu < ¢y HNeu

(6)

L5(92)
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4 Resultados

Os primeiros dois resultados aqui apresentados sao cldssicos na teoria de Navier-Stokes,
conforme [4].

Teorema 4.1 Seja f € L*(0,T,V.) e up € H,. Entio existe
u € L*(0,T,V.)NnL>(0,T, H) (7)
solugdo fraca do sistema (1).

Uma solugao mais regular (a qual denomina-se solucao forte) é fornecida pelo seguinte re-
sultado:

Teorema 4.2 Dados ug € Ve e f € L>(0, +o0, He), existem Ty = Te(Qe, 1, ug, f) > 0 € u tnica
solugao de (1) tal que
ue € L*(0,T,, D(A.)) N L* (0,T.,V,) (8)

Neste trabalho, demonstra-se que dependendo das condicoes de fronteira e de uma relacao
entre os dados iniciais ug e f, tem-se a existéncia global no tempo para a solugao do sistema
de equagoes de Navier-Stokes. Mais precisamente, seja R(e) uma fungdo mondtona positiva
satisfazendo

lim €7 R?(¢) = 0, 9)

e—0

para algum ¢ < 1.
O resultado de existéncia global dependerd das condigoes de fronteira, isto é:

1. Para (DD) e (DP), toma-se ¢ = 1;
2. Para (FF) e (FP), toma-se ¢ < 1.

A partir dai, tem-se o seguinte resultado:
Teorema 4.3 Sejam f € L*>(0,+o00, H,), ug € Ve tais que
|4/ +17P < B (10)
para todo € < €y. Entao o tempo maximo de existéncia da solugdao forte u. de (1) satisfaz
T, = +oo. (11)

Assim, por exemplo, para as condigoes de Dirichlet, para uma solucao forte do problema (1)
ser global no tempo, deve-se ter
lim eR?(€) = 0. (12)

e—0

5 Conclusao

O estudo da solugao global no tempo para as equacoes de Navier-Stokes ainda é um problema
em aberto para dominios tri dimensionais e sua compreensao é de interesse em diversas dreas
das Ciéncias Exatas. Neste trabalho foi apresentado resultados para que essa questao seja
respondida, quando restringe-se a dominios finos. Tendo como hipdtese uma relagao entre os
dados iniciais e dependendo das condigoes de fronteira consideradas, demonstra-se que o tempo
de existéncia da tunica solucao forte do sistema é maximo.
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