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Resumo: A forma clássica do sistema de equações de Navier-Stokes, a qual deriva do prinćıpio
de conservação de massa e momento linear, descreve o movimento de um fluido homogêneo
em um domı́nio bi ou tri dimensional sujeito a um campo de forças externas. Neste trabalho,
busca-se soluções para tal sistema em domı́nios tridimensionais finos e encontra-se resultados
com relação a existência e unicidade, bem como solução global no tempo.
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1 Introdução

O sistema de equações de Navier-Stokes é um importante problema dentro da Matemática,
apesar de ainda estar em aberto e não ter sido encontrada solução clássica. Estas equações, as
quais descrevem o movimento de um fluido homogêneo em um domı́nio bi ou tri dimensional
sujeito a um campo de forças externas, possuem aplicações em ramos como F́ısica, Meteorologia,
Mecânica dos Fluidos, entre outros, e restringindo-se a domı́nios finos, isto é, quando uma
dimensão é pequena comparada com as outras, aplica-se em Mecânica dos Sólidos, Fisiologia,
Geof́ısica, Dinâmica dos Oceanos, etc. O objetivo deste trabalho é encontrar soluções globais
no tempo em espaços do tipo Sobolev do sistema de Navier-Stokes em domı́nios tridimensionais
finos, considerando uma combinação entre as condições de fronteira de Dirichlet, fronteira livre
e periódica. Para tal, usa-se resultados clássicos de [2] e [3], bem como adaptações destes para
domı́nios finos, encontrados em [1], [4] e [5].

2 Formulação Matemática

As equações de Navier-Stokes, deduzidas a partir do prinćıpio de conservação da massa e do
momento, têm sua formulação clássica, com condições de fronteira de Dirichlet, dadas por:

ut + u · ∇u− µ∆u+∇p = f ; em Ωε × (0, T )

divu = 0 ; em Ωε × (0, T )

u(x, 0) = u0(x) ; em Ωε × (0, T )

u(x, t) = 0 ; ∀ x ∈ ∂Ωε, ∀ t ∈ (0, T )

(1)
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onde Ωε ⊂ R3 é um domı́nio tridimensional fino tal que Ωε = ω × (0, ε), com ε ∈ (0, 1) e ω ⊂ R2

suave, T > 0, f : Ωε × (0, T ) → R3 é a força externa, u : Ω × (0, T ) → R3 é o campo de
velocidades, p : Ω× (0, T )→ R é a pressão, µ > 0 é a viscosidade do sistema e u0 é a velocidade
inicial dada. Neste sistema de equações, a condição divu = 0 representa a incompressibilidade
do fluido.

As condições para a fronteira ∂Ωε são combinações entre as condições de fronteira de Diri-
chlet, fronteira livre e periódica. No que segue, ∂Ωε = Γt ∪ Γb ∪ Γl, onde

Γt = ω × {ε}, Γb = ω × {0}, e Γl = ∂ω × (0, ε).

Mais precisamente, tem-se

1. A condição de fronteira livre em Γt∪Γb e periódica em Γl, denotada por (FP). Considera-
se, neste caso, ω = (0, l1)× (0, l2), l1, l2 > 0,

u3 = 0 e
∂u1

∂x3
=
∂u2

∂x3
= 0 em Γt ∪ Γb.

Além disso ui é periódica nas direções x1 e x2 com peŕıodo l1 e l2, respectivamente, para
i = 1, 2, 3. Ainda, ∫

Ωε

uj0(x)dx =

∫
Ωε

fj(x, t)dx = 0, j = 1, 2.

2. A condição de fronteira livre em Γt ∪ Γb e de Dirichlet em Γl, denotada por (FD). Neste
caso, ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado de classe C2,

u3 = 0 e
∂u1

∂x3
=
∂u2

∂x3
= 0 em Γt ∪ Γb, e u(x, t) = 0 em Γl.

3. A condição de fronteira livre em ∂Ωε, denotada por (FF). Neste caso, se n é o vetor normal
apontado para fora de ∂Ωε, então

u · n = 0, rotu× n = 0 em ∂Ωε.

4. A condição periódica em ∂Ωε, denotada por (PP). Neste caso, ω = (0, l1)×(0, l2), l1, l2 > 0
e u(x, t) é periódica em todo Ωε. Além disso,∫

Ωε

u0(x)dx =

∫
Ωε

f(x, t)dx = 0.

5. A condição de Dirichlet em ∂Ωε, denotada por (DD), ou seja,

u(x, t) = 0 em ∂Ωε.

6. A condição de Dirichlet em Γt ∪ Γb e periódica em Γl, denotada por (DP). Neste caso,

u(x, t) = 0 em Γt ∪ Γb

e u é periódica em Γl. Além disso,∫
Ωε

u3
0dx =

∫
Ωε

f3(x, t)dx = 0.

Mais ainda, os espaços funcionais Vε eHε, definidos como o fecho de γ = {u ∈ C∞
c (Ωε); divu = 0}

em H1
0 (Ωε) e L2(Ωε), respectivamente, sofrem algumas alterações dependendo da condição de

fronteira a ser considerada:
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1. HDP = HFP =

{
u ∈ L2(Ωε); divu = 0; u3(x, t) = 0 em Γt ∪ Γb,

∫
Ωε
uα(x, t)dx = 0

e u | Γα = u | Γα+3; α = 1, 2

}
, onde Γα e Γα+3 são as faces xα = 0 e xα = lα de ∂Ωε,

respectivamente. Esta condição indica a periodicidade da função u na direção xα.

2. HDD = HFF = HFD =

{
u ∈ L2(Ωε); divu = 0; u · n = 0 em ∂Ωε

}
,

3. HPP =

{
u ∈ L2(Ωε); divu = 0;

∫
Ωε
u(x, t)dx = 0 e uj | Γj = uj | Γj+3; j = 1, 2, 3

}
.

Com relação ao espaço Vε, define-se como segue:

1. VFP = {u ∈ H1(Ωε) ∩HFP ; u | Γα = u | Γα+3};

2. VFD = {u ∈ H1(Ωε) ∩HFD; u = 0 em Γl};

3. VPP = {u ∈ H1
per(Ωε); divu = 0};

4. VDD = {u ∈ H1
0(Ωε); divu = 0};

5. VFF = {u ∈ H1(Ωε) ∩HFF ; u · n = 0 em ∂Ωε}

Observação: As normas relativas aos espaços Vε e Hε são denotadas por || . ||ε e | . |ε,
respectivamente.

3 Métodos

Inicialmente, para garantir os resultados a serem demonstrados, utiliza-se dois importantes
operadores, a saber, M̃ε e Ñε, os quais serão usados para a formulação fraca das equações de
Navier-Stokes.

Definição 3.1 Seja φ ∈ L2(Ωε) uma função escalar. O operador média integral na direção fina
é definido por:

Mε : L2(Ωε) −→ L2(Ωε)

φ 7−→ Mεφ(x1, x2) =
1

ε

∫ ε

0
φ(x1, x2, s)ds. (2)

Define-se, também, o operador Nε por

Nεφ = φ−Mεφ.

O operador M̃ε é definido para funções u = (u1, u2, u3) tal que ui ∈ L2(Ωε), i = 1, 2, 3, isto é,

u 7−→ M̃εu = (Mεu1,Mεu2,Mεu3) , (3)

bem como Ñεu = u− M̃εu.

Dependendo da condição de fronteira, tem-se:

(i) Para (FF), (FP) e (FD), M̃εu = (Mεu1,Mεu2, 0).

(ii) Para (PP), M̃εu = (Mεu1,Mεu2,Mεu3).

(iii) Para (DD) e (DP), M̃εu = 0.
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O próximo resultado, com relação aos operadores definidos acima, será utilizado para as
estimativas a priori de M̃ε e Ñε, e independe da condição de fronteira escolhida.

Teorema 3.1 Sejam u, v ∈ H1(Ωε). Então:

(i)
∫

Ωε
∇Ñεu · ∇M̃εvdx = 0

(ii) |u|2ε =
∣∣∣M̃εu

∣∣∣2
ε

+
∣∣∣Ñεu

∣∣∣2
ε

e ||u| |2ε =
∣∣∣∣∣∣M̃εu

∣∣∣∣∣∣2
ε

+
∣∣∣∣∣∣Ñεu

∣∣∣∣∣∣2
ε

(iii) Se v ∈ Vε então M̃εv ∈ Vε e Ñεv ∈ Vε

(iv) bε(u, u, M̃εv) = bε(M̃εu, M̃εu, M̃εv) + bε(Ñεu, Ñεu, M̃εv) e
bε(u, u, Ñεv) = bε(Ñεu, M̃εu, Ñεv) + bε(M̃εu, Ñεu, Ñεv) + bε(Ñεu, Ñεu, Ñεv),
onde u, v ∈ Vε.

(v) Para todo u ∈ D(Aε), tem-se

∆Ñεu = Ñε∆u e ∆M̃εu = M̃ε∆u

Aqui, bε é a forma trilinear dada por bε(u, v, w) = (u · ∇v, w)L2(Ωε) e Aε é o Operador de

Stokes, o qual comuta com os operadores M̃ε e Ñε, isto é,

AεM̃εu = M̃εAεu e AεÑεu = ÑεAεu.

Agora, serão enunciados resultados para desigualdades clássicas em domı́nios finos. Tal
ferramenta torna-se importante para conhecer a exata dependência das constantes que aparecem
em desigualdades do tipo Sobolev com relação à espessura do domı́nio. No que segue, usa-se
versões apropriadas das desigualdades de Poincaré, de Agmon e Ladyzhenskaya, entretanto,
serão apenas enunciadas aquelas que envolvem o objetivo do trabalho.

Lema 3.1 Para qualquer u ∈ Vε, vale que∣∣∣Ñεu
∣∣∣
ε
≤ ε

∣∣∣∣∣∂Ñεu

∂x3

∣∣∣∣∣
ε

(4)

Lema 3.2 (Desigualdade Anisotrópica de Agmon para Domı́nios Finos) Existe uma cons-
tante positiva c0(ω), que não depende de ε, tal que, para toda u ∈ H2(Ωε),

|u|L∞(Ωε)
≤ c0(ω) |u|1/4

L2(Ωε)

(∣∣∣∣∂2u

∂x2
3

∣∣∣∣
L2(Ωε)

+
1

ε

∣∣∣∣ ∂u∂x3

∣∣∣∣
L2(Ωε)

+
1

ε2
|u|L2(Ωε)

)1/4

×
2∏
i=1

 2∑
j=1

∣∣∣∣ ∂2u

∂xi∂xj

∣∣∣∣
L2(Ωε)

+

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣
L2(Ωε)

+ |u|L2(Ωε)

1/4

Combinando os resultados acima, tem-se:

Lema 3.3 Existe uma constante positiva c0(ω), que não depende de ε, tal que, para toda u ∈
D(Aε), ∣∣∣Ñεu

∣∣∣
L∞(Ωε)

≤ c0(ω)
∣∣∣Ñεu

∣∣∣1/4
L2(Ωε)

 3∑
i,j=1

∣∣∣∣∣ ∂Ñεu

∂xi∂xj

∣∣∣∣∣
L2(Ωε)

3/4

(5)

A próxima desigualdade decorre da Desigualdade Anisotrópica de Ladyzhenskaya.

Lema 3.4 Existe uma constante positiva c0, independente de ε, tal que∣∣∣Ñεu
∣∣∣2
L6(Ωε)

≤ c0

∣∣∣∣∣∣Ñεu
∣∣∣∣∣∣2
ε
. (6)
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4 Resultados

Os primeiros dois resultados aqui apresentados são clássicos na teoria de Navier-Stokes,
conforme [4].

Teorema 4.1 Seja f ∈ L2(0, T, V
′
ε ) e u0 ∈ Hε. Então existe

u ∈ L2 (0, T, Vε) ∩ L∞ (0, T,Hε) (7)

solução fraca do sistema (1).

Uma solução mais regular (a qual denomina-se solução forte) é fornecida pelo seguinte re-
sultado:

Teorema 4.2 Dados u0 ∈ Vε e f ∈ L∞(0,+∞, Hε), existem Tε = Tε(Ωε, µ, u0, f) > 0 e uε única
solução de (1) tal que

uε ∈ L2 (0, Tε, D(Aε)) ∩ L∞ (0, Tε, Vε) (8)

Neste trabalho, demonstra-se que dependendo das condições de fronteira e de uma relação
entre os dados iniciais u0 e f , tem-se a existência global no tempo para a solução do sistema
de equações de Navier-Stokes. Mais precisamente, seja R(ε) uma função monótona positiva
satisfazendo

lim
ε→0

εqR2(ε) = 0, (9)

para algum q ≤ 1.
O resultado de existência global dependerá das condições de fronteira, isto é:

1. Para (DD) e (DP), toma-se q = 1;

2. Para (FF) e (FP), toma-se q < 1.

A partir dáı, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Sejam f ∈ L∞(0,+∞, Hε), u0 ∈ Vε tais que∣∣∣A1/2
ε u0

∣∣∣2
ε

+ |f |2ε ≤ R
2(ε) (10)

para todo ε ≤ ε0. Então o tempo máximo de existência da solução forte uε de (1) satisfaz

Tε = +∞. (11)

Assim, por exemplo, para as condições de Dirichlet, para uma solução forte do problema (1)
ser global no tempo, deve-se ter

lim
ε→0

εR2(ε) = 0. (12)

5 Conclusão

O estudo da solução global no tempo para as equações de Navier-Stokes ainda é um problema
em aberto para domı́nios tri dimensionais e sua compreensão é de interesse em diversas áreas
das Ciências Exatas. Neste trabalho foi apresentado resultados para que essa questão seja
respondida, quando restringe-se a domı́nios finos. Tendo como hipótese uma relação entre os
dados iniciais e dependendo das condições de fronteira consideradas, demonstra-se que o tempo
de existência da única solução forte do sistema é máximo.
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