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Resumo. Neste estudo estimou-se a variagao da umidade de sélidos elipsoidais prolatos
durante o processo de secagem continua e intermitente com uma pausa. Para tanto foi
proposto um modelo matemético que considera a equacao de difusao bidimensional em
coordenadas cilindricas com propriedades termo fisicas constantes. O modelo foi resolvido
através do método integral baseado em Galerkin. Foi desenvolvido um cédigo computacional
na plataforma Mathematica para implementacdo do método e realizacdo das simulacoes.
Para as condigoes investigadas neste trabalho, verificou-se que a secagem intermitente reduz
o tempo de processo quando comparada com a secagem continua, e consequentemente, reduz
o consumo de energia.
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1 Introducao

Secagem é um processo que envolve transferéncia de calor e massa (umidade) entre um
produto higroscépico e o ar de secagem e estd presente em varios processos de interesse
tecnoldgico, incluindo processamento de alimentos e armazenamento de graos. No caso de
alimentos, a dgua é removida do material imido até um nivel onde a deterioragao provo-
cada por microrganismos possa ser minimizada. O processo de secagem envolve elevado
consumo energético e consome cerca de 20 a 25% de energia utilizada pela industria de
processamento de alimentos. Neste sentido, a técnica de secagem intermitente é conside-
rada promissora para melhorar a qualidade dos produtos secos e a eficiéncia energética do
processo como reportado em [6].

No estudo da secagem intermitente, o modelo de difusdo liquida em sua maioria é
aplicado de forma simplificada (unidimensional) a corpos com geometrias bem conhecidas
(cilindros, esferas e paralelepipedos), negligenciando o periodo de témpera. Poucos sao os
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trabalhos cientificos que utilizam a geometria elipsoidal e cujo objetivo principal seja a
otimizagao do processo de secagem intermitente [7,9].

Dentre os métodos reportados na literatura para obter solugao de equacéoes diferenciais
parciais, o método integral baseado em Galerkin (método GBI) tem sido usado para obter
solugao analitica aproximada da equagao de difusao para geometrias arbitrarias [2,3,8,10].
Em [2] os autores usaram o método GBI para simular secagem intermitente de graos de
arroz em casca, negligenciando o periodo de témpera. Em [3] o modelo de difusao foi
aplicado para descrever secagem continua de graos de arroz em casca em leito fixo. Para
tanto, o grao de arroz foi representado por um elipsoide prolato e a equacao de difusao foi
resolvida via método GBI, com condigao de contorno de Dirichlet.

Neste trabalho, a solucao da equacao de difusao com condigao de contorno de equilibrio
(condi¢ao de contorno de Dirichlet), obtida via método GBI, foi utilizada para predizer
o transporte de umidade em elipsoides de revolucao ao longo do processo de secagem
continua e intermitente. O modelo desenvolvido inclui o periodo de témpera (periodo
de repouso) e permite simular a distribuigao de umidade no interior do elipsoide. Desta
forma, pretende-se melhorar a compreensao do mecanismo e estabelecer estratégias para a
otimizacao do processo de secagem intermitente de solidos elipsoidais prolatos, que é uma
forma tdo comum na natureza.

2 Modelagem matematica

No processo de secagem, o transporte de massa (umidade) foi governado pela equagao
de difusao bidimensional escrita em coordenadas cilindricas:

oM* 10 [ oM\ 8 [ oM
ot _7«87«(”) or )+8z<D oz )’t>0’ (1)

onde M* = AAZ)__*]\]\/Z@;, M denota o teor de umidade, My denota o teor de umidade inicial,
Mg é o teor de umidade de equilibrio, D a difusividade de massa, r e z sao as coordenadas
da posicao.

Seja ) o interior do elipsoide prolato representado na Figura 1 e S a sua fronteira.
As seguintes hipdteses foram consideradas na modelagem matematica: (a) o sélido é ho-
mogéneo e isotrépico; (b) as propriedades termo fisicas sdo constantes ao longo do pro-
cesso; (c) o sélido é simétrico em relagao ao plano z = 0; (d) as condigoes de contorno sao
homogéneas.

O problema matematico consiste em obter uma solugao M*(r, z,t) da equagao (1) com

a condicao inicial e a condicao de contorno homogénea dadas, respectivamente, por:

M*=1 em t=0 (2)

M*|g=0, t>0 (3)
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3
onde o subscrito S denota a superficie do elipsoide prolato.
Procura-se solugao da equacao (1) da seguinte forma [4]:
N
M*(r,z,t) = Z Cp W, (1, 2)exp(—nt) (4)
n=1

onde VU, (r, z) é escolhida satisfazendo a condi¢ao de contorno homogénea (3) de modo que
(4) seja solugao da equagao (1), v, é o n-ésimo autovalor e C,, sdo constantes a serem
determinadas.

Substituindo (4) na equagao (1), para cada n =1,--- , N obtém-se:

L[W,] = V2DV, (r,2)] + 7 ¥n(r, z) =0 (5)

com ¥, : Q) — R satisfazendo a condi¢do de contorno homogénea.
Portanto, a solugao transiente (4) conduz a um problema de autovalores. As funcoes
U, (r, z) sdo selecionadas de acordo com o método de Galerkin [1,4] da seguinte forma:

N
Up(r,2) =Y dnjfi(r,2) (6)
j=1

onde d,,; sao constantes a serem determinadas e as IV fungoes de base sao escolhidas em um
conjunto completo f;(r,z), j=1,2,3, - de funcoes linearmente independentes, f; defini-
das em €, satisfazendo a condi¢ao de contorno homogénea (3). Para a geometria elipsoidal,
as funcgoes de base que satisfazem a condi¢ao de contorno de Dirichlet homogénea sao dadas
em [4] da seguinte forma: f;(r,z) = prPz?, j=1,2,--- ,N e p,q=0,2,4,6,8,---, Ny,
2 2
onde ¢ =1 — % — 52 Neste trabalho, dezesseis fungoes de base foram utilizadas que
corresponde a ]C\prq = 6.
Os coeficientes dp; e os autovalores 7, sao determinados de modo que L[¥,] seja

ortogonal as primeiras N fungoes do conjunto completo. Tem-se, portanto,

/QL{idnjfj(r,z)}fi(r,z)dQ:0, i=1,--N. (7)

Uma vez que os autovalores v, sao determinados, os autovetores d, associados sao
obtidos. Para cada autovalor, obtém-se de (7) um sistema de equagoes algébricas cuja
solucao sao as componentes d,1, dn2, - ,d,n do autovetor associado.

Apbs o célculo dos autovalores ~,, e autovetores d,,, as autofuncgoes ¥,, sdo conhecidas
e a solugao (4) estard completa com o cdlculo dos coeficientes C),. Para isto, aplica-se a
condigao inicial M*(r, z,0) = 1 na equagao (4). Analogamente a solugdo exata e expansao
em série de Fourier, multiplica-se ambos os lados da equagao resultante por f; e integrando
sobre {2 tem-se:

/Q filr, 2)d) = /Q [;N:lcnwm)] filr, 2)d€0. (8)
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Repetindo o processo para cada funcao de base f; , i =1,---, N obtém-se de (8) um
conjunto de N equacoes algébricas lineares que permite calcular os valores de C),.
O teor de umidade médio adimensional foi calculado como segue:

M (t) = % /Q M*dQ (9)

onde V' é o volume do sélido ilustrado na Figura 1.

Na secagem intermitente o sélido sofre a acao do calor, durante pequeno intervalo
de tempo (secagem continua), em seguida passa por um periodo de repouso (periodo de
témpera) sem contato com o ar aquecido e depois é submetido novamente ao processo de
secagem continua. Para simular a distribuicdo de umidade no interior do sélido durante o
periodo de témpera, duas condi¢oes foram admitidas: (a) A distribuigao de concentragao
no interior do sélido é conhecida no inicio do periodo de repouso; e (b) A superficie do
sélido é considerada impermedvel, isto é, a concentracao média no sélido é constante
durante o periodo de repouso. Em termos de equacao matematica, a superficie do sélido
serd considerada impermedvel (isolada) aplicando-se a condigao de contorno de Neumann
homogénea, com fluxo nulo prescrito na superficie do elipsoide, de tal forma que

oM

o7 | s =0 (10)
onde 77 é um vetor unitdrio normal exterior & superficie S do elipsoide prolato e M denota
o teor de umidade.

Assim, para descrever a distribuicao de umidade, durante o periodo de pausa, obteve-
se a solugao da equagao (1) com a condigao de contorno (10) e a nova condigao inicial, que
corresponde a distribui¢do de umidade no final do primeiro periodo de secagem continua
fornecida pela solugao da equagao (1) com condigao de contorno de Dirichlet. Neste caso,
utilizou-se as fungoes de base dadas em [5] da seguinte forma: f; = rPz9(Bir? + byz? +
Bs), j=12,---,N e p,q=0,24,6,8,---, Ny, onde By, By e B3 sao constantes a
serem determinadas impondo a condi¢ao de contorno homogénea (10).

3 Resultados e discussao

A validagao do modelo e do cédigo computacional foi feita por comparagao com resul-
tados disponiveis na literatura oriundos de solu¢oes também obtidas via método GBI [4],
bem como a partir da solugao da equacao de difusdo em coordenadas esferoidais prolatas,
via método de separacao de varidveis [7]. Considerou-se o tempo de témpera igual a zero
(secagem continua), pressupondo uma distribui¢ao de umidade inicial uniforme e o coefi-
ciente de difusao D constante. O teor de umidade adimensional simulado é apresentado
em fungao do ntimero de Fourier (tempo adimensional) Dt/a?. Os dados reportados na
literatura foram digitalizados usando o software xyExtract Graph Digitizer.

Na Figura 2, os resultados dos teores de umidade no centro de um elipsoide com
razao de aspecto b/a = 1,1 (a = 1,0cm) obtidos neste trabalho com o método GBI sao
comparados aos resultados da solucao da equacao de difusdo em coordenadas esferoidais
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prolatas usando o método de separacao de varidveis e condicao de contorno de primeira
espécie apresentada em [7]. Neste caso, o coeficiente de difusdo usado na simulagao foi
D = 1,22 x 10°em?/s, o mesmo utilizado em [7]. Observa-se uma boa concordancia
entre os valores do teor de umidade no centro do elipsoide considerado quando comparado
com os dados reportados na literatura, o que confirma a consisténcia do método utilizado
para resolver o modelo representado pelas equagoes (1) a (3). O aumento, nao realista, do
teor de umidade no centro do elipsoide nos instantes iniciais do processo na Figura 2 sao
inconvenientes da simulacao numérica devido ao ntimero de fungoes de base considerado
para reduzir o tempo de processamento computacional. No entanto, estas falhas nao
prejudicam a andlise do processo, visto que a solucao converge rapidamente para instantes
de tempo maiores.

%
08 1 ° (Primeira espécie) ba=1,11=0z=0
e o o oLima (1999) (Separagiio de variaveis)
§ b |¥ x xEste trabalho (Método GDBI)
b Los- *
Soa- .
= o
= 02— %
/ \ %
)
{ r 0.0 T TR X
0,0 0.2 0,4 0.6 0.8 1.0
Dtla2
Figura 2: Comparagio entre os resultados
Figura 1: Elipsoide prolato no sistema de obtidos em [7] e os obtidos neste trabalho
coordenadas cilindricas z > 0. para elipsoide de razao de aspecto b/a =1,1.

Testes de secagem continua e intermitente foram simulados para diferentes condicoes
operacionais. Considerou-se sélidos com razao de aspecto b/a = 1,1; 2,0 e 5,0, mantendo
a = 1,0cm em todos os casos e coeficiente de difusividade arbitrario D = 1,0x 10™%cm?/s.
Comparando os resultados dos teores de umidade simulados para as trés geometrias,
verificou-se que a razao de aspecto do elipsoide tem uma influéncia direta no processo
de secagem. Quanto maior for a relagdo drea/volume, menor é o tempo necessério para a
umidade do sélido atingir o seu valor de equilibrio.

O modelo foi usado para estudar o efeito do aumento do tempo de témpera na perda de
umidade de elipsoides com razao de aspecto b/a = 1,1; 2,0 e 5,0, ao longo do processo de
secagem intermitente com uma pausa. Eliminando-se o periodo de témpera e comparando
com a curva de secagem continua, observou-se, para os trés sélidos estudados, que a taxa
de secagem é diretamente proporcional ao tempo de témpera. Quanto maior o tempo
de témpera considerado, maior é a taxa de secagem pods-témpera, o que estd de acordo
com resultados experimentais de secagem intermitente de produtos agricolas reportados
na literatura [2,11]. A Figura 3 mostra os resultados dos teores de umidade preditos para
um elipsoide de razao de aspecto b/a = 2,0, variando o tempo de témpera.

A partir da simulagao computacional da distribuicdo do teor de umidade no interior
do elipsoide, durante o periodo de témpera, verificou-se que, ao longo do tempo, o teor de
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Figura 3: Comparacdo entre os teores de umidade preditos ao longo dos processos de secagem
continua e intermitente com uma pausa, para um elipsoide com razao de aspecto 2,0: (a) incluindo
o perfodo de témpera; e (b) excluindo o perfodo de témpera.

umidade diminuiu na parte central da secao do elipsoide e aumentou na regiao periférica,
para os trés sélidos estudados. A dgua acumulada na superficie do sélido, durante o periodo
de témpera, facilita a secagem no periodo pés-témpera e, consequentemente, reduz o tempo
de processo. A técnica de secagem intermitente minimiza gradientes térmicos e hidricos
no interior do material e, consequentemente, reduz possiveis danos estruturais (trincas,
deformacgoes, etc.).

4 Conclusoes

Foi mostrado que a secagem continua e intermitente de sélidos elipsoidais pode ser
analisada com a solucao da equacao de difusao combinando as condigoes de contorno de
Dirichlet e Neumann. A partir da simulacao computacional realizada é possivel desenvolver
estratégias para diminuir de forma significativa o tempo de processo, que pode ser util para
varios produtos com forma geométrica semelhante a um elipsoide, tais como: graos de arroz
e trigo. O modelo de difusao proposto é capaz de simular a distribuicao de umidade dentro
do sélido em qualquer instante, fornecendo informagoes sobre o que realmente acontece
com o produto durante os periodos de interrupcao do ar quente. Além disso, o método
GBI é um método analitico para obter solucdo aproximada, com a vantagem de nao
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ser necessario escrever a equacao em coordenadas esferoidais prolatas como acontece no
método de separacao de variaveis, facilitando demasiadamente a obtencao dos resultados.

Agradecimentos

Os autores agradecem as agéncias brasileiras de pesquisa CNPq (Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico) e CAPES (Coordenagao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior) por apoiar este trabalho e também aos autores das referéncias
citadas que ajudaram na melhoria da qualidade.

Referéncias

[1] J. V. Beck, K. D. Cole, A. Haji-Sheikh, and B. Litkouhi. Heat conduction using green’s
functions. Hemisphere Publishing Corporation, New York, 1992.

[2] A. Cihan, K. Kahveci, O. Hacihafizoglu, and A. G. B. Lima. A diffusion based model
for intermittent drying of rough rice, Heat Mass Transfer, 44:905-911, 2008.

[3] C. M. R. Franco, A. G. B. Lima, J. V. Silva, and A. G. Nunes. Applying liquid
diffusion model for continuous drying of rough rice in fixed bed, Defect and Diffusion
Forum, 369:152-156, 2016. DOI:10.4028 /www.scientific.net/DDF.369.152.

[4] A. Haji-Sheikh, and M. Mashena. Integral Solution of Diffusion Equation: Part 1 -
General Solution,Journal of Heat Transfer, 109:551-556, 1987.

[5] A. Haji-Sheikh, and R. Lakshminarayanan. Integral Solution of Diffusion Equation:
Part 2 - Boundary Conditions of Second and Third Kinds, Journal of Heat Transfer,
109: 557-562, 1987.

[6] C.Kumar, M. A. Karim, and M. U. H. Joardder. Intermittent drying of food products:
A critical review, Journal of Food Engineering, 121:48-57, 2014.

[7] A. G. B. Lima, Fenémeno de difusao em sélidos esferoidais prolatos. Estudo de caso:
secagem de bananas. Tese de Doutorado, FEM/ UNICAMP, 1999.

[8] A. G. B. Lima, J. M. P. Q. Delgado, S. R. F. Neto, and C. M. R. Franco, Intermittent
drying: fundamentals, modeling and applications. Drying and Energy Technologies,
Springer, volume 63, chapter 2, pages 19-41, 2015. DOI 10.1007/978-3-319-19767-8.

[9] D. R. Lima, S. N. Farias, and A. G. B. Lima. Mass transport in spheroids using the
Galerkin method, Brazilian Journal of Chemical Engineering, 21:667-680, 2004.

[10] F. R. Payne, C. C. Corduneanu, A. Haji-Skeikh, and T. Huang. Integral methods in
Science and engineering, Hemisphesre, New York, 1986.

[11] Z. Yang, E. Zhu, Z. Zhu, J. Wang, and S. Li. A comparative study on intermittent
heat pump drying process of Chinese cabbage (Brassica campestris L. ssp) seeds, Food
and Bioproducts Processing, 91:381-388, 2013.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0298 010298-7 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0298

