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Resumo. Apresentamos neste trabalho o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e emprega-
mos a equicomposi¢do de poligonos para provar a drea do trapézio convexo. Além disso,
analisamos alguns livros diddticos de matematica para o Ensino Fundamental aprovados no
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) em 2015 e em 2016 para avaliar o quanto
a equicomposicao de poligonos é explorada no calculo de areas. Observamos que todos os
autores das obras analisadas abordam a equicomposi¢ao, muitos deles em atividades ludico-
manipulativas.

Palavras-chave. O teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, quadratura, isometrias, area do
trapézio, a equicomposicao de Perigal.

1 Introducao

O calculo de areas foi uma das necessidades mais antigas das civilizagoes. Talvez pelo
fato do quadrado ser a figura mais simples, os antigos gedometras tentaram estudar a area
de outras figuras, como a do circulo por exemplo, relacionando-as com o quadrado. Assim,
a expressao “quadratura” era empregada no sentido de se determinar um quadrado com
area igual a area da figura em estudo, ou seja, de se construir um quadrado equivalente a
figura.

Sobre a quadratura, a Base Nacional Comum Curricular - BNCC [13] diz o seguinte:

Assim, a Geometria nao pode ficar reduzida a mera aplicagdo de férmulas de
calculo de area e de volume e nem a aplicagdes numéricas imediatas de teoremas sobre
relacoes de proporcionalidade em situagoes relativas a feixes de retas paralelas cortadas
por retas secantes ou do teorema de Pitdgoras. A equivaléncia de areas, por exemplo,
ja praticada hd milhares de anos pelos mesopotamios e gregos antigos sem utilizar
férmulas, permite transformar qualquer regiao poligonal plana em um quadrado com
mesma drea (é o que os gregos chamavam “fazer a quadratura de uma figura”). Isso
permite, inclusive, resolver geometricamente problemas que podem ser traduzidos por
uma equagao do 2° grau.

'yudimarnos@utfpr.edu.br
2flavia_m_f@yahoo.com.br

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0272 010272-1 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0272

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Dois puzzles da antiguidade, o tangram e o Stoma-
chion de Arquimedes, ilustrados na Figura 1, sdo dois bons
exemplos do processo de quadratura. Puzzle é uma pala-
vra inglesa usada para designar um enigma ou quebra-
cabeca. O tangram é um quebra-cabeca chinés de sete
pecas poligonais que compoem um quadrado; o Stoma-
chion de Arquimedes, um quebra-cabeca constituido de
catorze pecas poligonais que compoem um quadrado. Em
ambos, o quociente entre a area de cada peca e a area
do quadrado constituido por todas as pecas é um nimero
racional [6,17]. Todas as figuras formadas com as pegas
poligonais de cada um desses dois puzzles tém a mesma
area e sao equidecomponiveis, ou seja, tém a mesma de-
composicao. Essa relagdo pode ser generalizada, isto é,
dois poligonos que tém a mesma area sao sempre equide-

componiveis?
Figura 1: (a) Tangram - [5]; Par:?L ~responder ess(z; pergunta, a(]iaor{:zl\?lﬁos ?3 elqu?—
(b) Stomachion - [17]. composicao apresentando o teorema de Wallace-Bolyai-

Gerwien. A equicomposicao de poligonos é um tema per-
tinente a formacao do professor de matematica da Educagao Bésica, uma vez que a BNCC
enfatiza o uso da mesma e ela tem sido explorada em testes oficiais, como o Exame Na-
cional do Ensino Médio (ENEM) e a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Piblicas (OBMEP) - Figura 2.
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Figura 2: Equicomposigao em testes: (a) ENEM 2008; (b) e (c) banco de questoes da
OBMEP 2016.

2 O teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien

Definigao 2.1 (Poligonos equidecomponiveis). Dois poligonos P e P’ sdo equidecom-
poniveis quando existem decomposicoes P = PLUP, UP3U...UPU...UP, e P =
P/UP,UP;U...JUP/U...UP), de tal modo que cada poligono P;, 1 <i <n, é congruente
ao poligono P).
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Segundo Boltianski [3]:

Duas figuras s@o equicompostas (ou equidecomponiveis) se é possivel decompor uma
das figuras em um numero finito de partes, e, por meio de um rearranjo dessas partes,
compor a outra figura.

No rearranjo das pegas, utilizamos duas isometrias no plano [10]: translagoes e rotagoes.

Para provar o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, precisamos utilizar a propriedade
de transitividade da equicomposigao [6] e demonstrar o Teorema 2.1 e os Lemas 2.1 e 2.2.
Essas demonstragoes podem ser encontradas em [3,6,8,9,11]. Provaremos inicialmente o
Lema 2.3, o qual estabelece a equicomposicao entre poligonos e retangulos.

Teorema 2.1. Todo poligono de n lados, n > 4, pode ser decomposto em (n—2) tridngulos
justapostos cujos vértices sao vértices do poligono.

Lema 2.1. Todo triangulo € equicomposto a um retangulo.
Lema 2.2. Dois retangulos que tém dreas iguais sGo equicompostos.
Lema 2.3. Todo poligono é equicomposto a um retangulo.

Demonstragao. Segundo o Teorema 2.1, todo poligono pode ser decomposto em um niimero
finito de tridngulos. Cada um destes triangulos, conforme o Lema 2.1, é equicomposto a
um retangulo. Mas, de acordo com o Lema 2.2, cada um desses retangulos é equicomposto
a um retangulo de mesma area. Suponhamos entao que b seja a medida da base de cada um
desses retangulos. Dessa forma, por transitividade, os tridngulos 1,2,3,4,5, ... nos quais
foi decomposto o poligono original sdo equicompostos, respectivamente, aos retangulos
LI IILIV,V,.. de base b. Construindo com estes retangulos um tnico retangulo de
base b, temos que o mesmo é equicomposto ao poligono original, como ilustra a Figura 3.
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Figura 3: Poligono equicomposto a um retangulo - [6].
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Teorema 2.2 (Wallace-Bolyai-Gerwien). Dois poligonos que tém dreas iguais sio equi-
compostos.

Demonstragao. Segundo o Lema 2.3, os dois poligonos sao equicompostos a retangulos.
Como estes retangulos tém a mesma &area, pelo Lema 2.2 sdo equicompostos. Logo, os
dois poligonos sao equicompostos. O

Ilustramos o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien com a Figura 4, a qual mostra um
quadrado e um triangulo equicompostos.

Figura 4: Quadrado e triangulo equicompostos - [16].

3 Calculando areas por equicomposicao

Podemos provar a relacao para o calculo da area de um poligono convexo por equi-
composicao empregando o Lema 2.3. Para tanto, devemos provar inicialmente a area do
retangulo [6]. Na sequéncia, demonstramos por equicomposicao a relagdo para o calculo
da area de um trapézio convexo.

Teorema 3.1. A drea do trapézio convero de bases de medida B e b e altura de medida
¢ B+b b
é )

2

Demonstracdo. Seja o trapézio ABCD, tal que AB = B é a base maior e CD = b é a
base menor, conforme ilustra a Figura 5.

Figura 5: Trapézio equicomposto a um retangulo - [6].
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Sejam M e N os pontos médios dos lados nao paralelos AD e BC, respectivamente.
Marcamos os pontos P, Q, R e S tal que AP, DQ, CR e BS sao perpendiculares & 5@ Z@
o T h
Além disso, construimos ST = BU =CD = RQ =b, com TULBU ¢ TU = 5 onde h é
a medida da altura do trapézio.
Assim, constatamos pelo caso ALA, (angulo-lado-angulo oposto) para triangulos re-
tangulos, que AAPM = ADQM, pois:
AMP = ZW\Q, uma vez que sao angulos opostos pelo vértice;
AM = DM, uma vez que M é ponto médio de AD:;
APM = m = 90°, por construcio.

Analogamente, comprovamos que ACRN = ABSN.
Como, por construcao, os retangulos CDQR e T'SBU sao congruentes, o trapézio
ABCD é equicomposto ao retangulo AUTP, de base de medida (B + b) e altura de

h
medida —. Assim, sabendo que a drea do retangulo é dada pelo produto entre as medidas

da base e da altura, obtemos para a area A do trapézio ABCD:

A(ABCD) = A(AUTP) = AU x TU = (B +b) x g _ ?h.

O]

O teorema de Pitadgoras também pode ser provado por equicomposicao.

Uma dessas provas é a equicom-

posigao de Perigal (Henry Perigal: 1801-

1898). Na demonstracao por equicom-

T posicao, Perigal seccionou o quadrado
. R ACFG, construido sobre o maior ca-

w

H teto E, por duas retas e pas-
sando pelo seu centro J, de tal forma

que KL é paralelo a hipotenusa BC e

- U perpendicular & MN (KL e MN sio
< as diagonais do losango KM LN, por-
tanto perpendiculares). Dessa forma, é
o 2 sx. fo possivel mostrar que o quadrado ACFG
" g ¢é dividido em quatro quadrilateros con-
gruentes. Essas quatro partes, mais o

5 quadrado construido sobre o menor ca-
///// / teto AB, quando rotacionadas e trans-
'/ 11111 ladadas, preenchem completamente o
©N F quadrado construido sobre a hipotenusa
BC, como mostra a Figura 6. Outras
demonstracoes do teorema de Pitagoras

Figura 6: Equicomposigao de Perigal - [6].

por equicomposicao estao presentes em [12].
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* Na atividade 4 (p. 179), precisamos transformar dois

quadrados em um unico quadrado, de area equivalente,
como na transfermagaoc a seguir:

A partir do segmento de E
medida E8, construlmos D]
um quadrado cujos lados
tenham essa medida e
cuja drea seja equivalente
a somadas dreas dosdois B 3 G
quadrados iniciais.

Para provar que as areas
sdoequivalentes, precisa-
mos mostrar a congruén-
cia de alguns tridngulos:

* AFEHe AJBE:
EH = BI, pois sdo me-
didas de lado de um
mesmo quadrado.

4 Analise de livros didaticos

Logo, sdo congruentes pelo caso LAAo.
* ALABe AMIL
BAD = JG, pois s3o angulos retos.
ABL = JIM, pois AB/ T e EB 4 Hi
AB = Ji, pois AJBI = ACEB (por LAL), ou seja,
CB=Jl,eAB=CB=J

* AHGM e AEDL:

HGM = EDL, pois sao angulos retos.

MHG = LED, pois £8 # Hie ED 4 HG

EL = HMW, pois EL = EB — LB = HI — M! = HM
Portanto, o quadrado £BH! tem drea equivalente adrea
dos quadrados iniciais.

Analisamos seis livros
de matematica para o En-
sino Fundamental [1,2,4,7,
14,15] aprovados no PNLD
em 2015 e 2016. Constata-
mos que todos eles abordam
de alguma forma a equi-
composicao no plano para o
célculo da area de poligonos
convexos. Essa abordagem
é pictérica em alguns e for-

EFH = B, pols 530 an- mal em outros. Os autores
gulos retos.

FEH w6 s FE/ B exploram malhas quadricu-
S

ladas, materiais manipulati-
vos e puzzles em atividades
ludicas. As demonstragoes
formais geralmente nao sao
apresentadas, mas os conceitos e ideias utilizados nelas sao abordados na solucao das
atividades propostas. Destacamos em [7] as orientagdes metodolégicas: nelas, a autora
apresenta para o professor de matemdtica do Ensino Fundamental todos os passos para
a construcao da solugao dos problemas propostos, com as demonstragoes de cada etapa,
como ilustra a Figura 7.

Figura 7: Orientacoes metodoldgicas sobre a equicomposicao
de quadrados - [7].

A avaliagao completa dos livros analisados encontra-se em [6].

5 Conclusoes

Apresentamos neste trabalho o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e empregamos a
equicomposicao de poligonos para demonstrar a relagao para o cdlculo da area do trapézio
convexo. Em consonancia com o que diz a BNCC sobre a equicomposicao de poligonos,
analisamos livros didaticos de matemaética para o Ensino Fundamental aprovados no PNLD
em 2015 e 2016. Verificamos que todos os autores das obras analisadas abordam a equi-
composicao no calculo da area de poligonos convexos. Como testes oficiais, entre eles o
ENEM por exemplo, tém explorado a equicomposicao e os resultados dos estudantes das
escolas publicas nesses testes nao tém sido satisfatérios, perguntamo-nos o quanto o pro-
fessor de matematica do Ensino Fundamental tem utilizado/explorado o livro didatico de
matematica oferecido pelo governo federal no PNLD.
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