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Resumo: Ampliamos o conjunto de solugoes da EDP (u$)2um+2u$uyuzy+
(uy)?uyy = 0, obtendo uma solugdo generalizada. Com esse intuito, utili-
zamos o método de Monge para EDPs de sequnda ordem uniformes, que as
reduz ao sistema de Monge. O qual resulta na EDP f(p,q) = 0, que através
do nosso método determinamos uma solucdo dependente de uma funcdo ar-
bitrdria (solugdo generalizada) da EDP p-harménica.

Palavras-chave: FEDP p-harmoénica (ou p-Laplace), EDPs nao lineares,

Método de Monge, Solucao generalizada, Formas diferenciais Pfaffianas,
Transformada de Legendre.

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0007 010007-1 © 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0007

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

1 Introducao

Na extensao do método desenvolvido anteriormente em Espindola [3, 4]
(resumido no apéndice), podemos obter solugoes para EDPs de segunda
ordem, desde que estas possam ser transformadas em equacoes diferenci-
ais parciais do tipo F(f(x)p,h(y)q) = G(z), onde p = u,, q¢ = uy e
u = u(z,y). Esse método é desenvolvido utilizando uma transformacao se-
melhante a de Legendre e o teorema para formas diferenciais Pfaffianas que
fornece a condicao para que estas se tornem integraveis. Como a solugao ob-
tida depende de uma funcao arbitraria, logo através desse método obtemos
sempre uma solucao geral da EDP de primeira ordem.

A equacgao

U Uz + 22U Uy Uy + uzuyy =0 (1)
é uma equagao diferencial parcial p-harménica (ou p-Laplace) definida em
R2, para p — oo foi estudada por G. Aronsson[l, 2]. As solucdes obtidas
para esta equacao diferencial parcial trazem informacoes importantes em
diversas situacoes desde esta é uma equacao diferencial parcial nao linear.

No caso as fungdes u = u(z,y) sao as solugdes de viscosidade oo-
harmoénicas de Ay u = 0, onde

Agu = |Vu|72 Z Uy Uy U -
0.

Neste artigo iremos ampliar o conjunto de solugoes de (1.1) apresentados
em outros artigos, como nos de G. Aronsson [1, 2] e o de Peres [6]. Com esse
intuito utilizaremos o método de Monge para equagoes diferenciais parciais
uniformes, reduzindo esta equacao diferencial parcial de segunda ordem no
sistema de Monge, cuja solucao resulta numa EDP de primeira ordem do
tipo f(p,q) = 0. Entao aplicamos o método desenvolvido Espindola [3, 4, 5]
para determinar a solucao geral desta, e portanto uma solucao generalizada
contendo uma fungao arbitraria de (1.1).

2 Solucao Generalizada
A equacao diferencial parcial p-harmonica (1.1) pode ser reescrita como

p2r + 2pgs + q2t =0, (2)

onde r=p;, t=p, € s=Dpy=q,.
O método de Monge [7], pode ser aplicado para esta equacao que sendo
quasilinear, uniforme e homogénea resulta no seguinte sistema de Monge:
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p*(dy)* — 2pqdady + ¢*(dz)* = 0 (3)
p?dpdy + ¢*dgqdz = 0. (4)

A partir da equacao (2.3) temos
(pdy — gdz)* =0,
ou

dy = Edm.
q

Que substituida em (2.4) fornece a forma diferencial
pdp + qdq = 0,

cuja solugao é
P+ ¢ =\
onde M\ ¢é uma constante arbitraria.

Como a equacao diferencial parcial é da forma F(p,q) = 0 logo sua
solugao, obtida pelo método desenvolvido por Espindola [3], é

u =/ A2 — %+ yq + v(q), (5)

Pla) = 75— — ¥ (6)

com a condicao

onde ¢(gq) é uma fungao arbitraria.

Portanto, obtemos uma solugao generalizada, i.e., uma solugao de (1.1)
que depende de uma funcao arbitraria. Entao a cada escolha da funcao
arbitraria ©(q), a eq. (2.6) fornece ¢q = ¢(x,y) que substituido em
(2.5) determina uma solugdo completa u = u(z,y), dependente de duas
constantes arbitrarias.

3 Exemplo

Considere

©(q) = arcsin (i) + 1, (7)
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onde p ¢é uma constante arbitraria. Da equagao (2.6) temos
Cztyy/N (2?4 y?) -1

B x2 +y? '
A solugao de (1.1) é obtida substituindo (3.7) e (3.8) em (2.5)

07 1/2
xEy /AN (x?2 +y2) -1 £y A (x? +y2) -1
w o= 2l % 2( 2?1) Ly yv/ 2( 2y) )
ety 2 +y

(8)

(10)

+ y\/ A2 (22 2)—1
+ arcsin rEyy N +y7) — [
2+ y?

4 Comentarios Finais

Esta aplicacao do método de obtencao de solucoes gerais para certas
EDPs de primeira ordem, desenvolvido por Espindola [3], demonstra a im-
portancia destas solugbes. Anteriormente o mesmo método foi aplicado na
obtencao da solugao geral da equagdao de Hamilton-Jacobi unidimensional
[4].

O método citado esta sendo generalizado para diversos casos, permitindo
a ampliagao de suas aplicagoes.

E interessante ressaltar que esse método fornece sempre uma solucao
geral para EDPs, lineares ou nao, i.e., que depende de uma fungao arbitraria,
sem nenhum vinculo ou condigoes especiais, podendo portanto ser aplicado a
qualquer problema especifico, pois nao existem restri¢oes sobre as condigoes
que esse ira impor, a nao ser aquelas devidas a calculos algébricos especiais,
nos quais os métodos numéricos e computacionais conhecidos podem ser
aplicados.

Em muitas situagoes aparecem EDPs de primeira ordem em fisica ma-
tematica, ou em outros ramos da matematica pura e aplicada. Tais equagoes
surgem na construcao de superficies caracteristicas de EDPs de segunda or-
dem, no célculo variacional, em alguns problemas geométricos, assim como,
em problemas de dinamica dos gases cuja solucao utiliza o método das carac-
teristicas, fornecendo solugoes completas. Podemos ainda citar seu apareci-
mento em: mecanica de meios continuos, dinamica de gases, hidrodinamica,
transferéncia de massa e calor, teoria de ondas, actstica, fluxos multifasicos,
engenharia quimica, metereologia, etc...

Mas, com certeza, uma das importantes generalizacdes do método seria a
dos sistemas dinamicos que na maioria dos casos, sao compostos por sistemas
de EDPs de primeira ordem nao lineares.
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5 Apéndice - Solugdo Geral para F(p,q) =0

Um resumo do método desenvolvido em Espindola [3].
Considere a EDP de primeira ordem F(p,q) = 0. A forma diferencial
Pfaffiana para u é
du = pdzx + qdy. (11)

Aplicando uma transformacao de Legendre obtemos
d(zp + yq) — du — xdp — ydq = 0.

Desde que dF = F,dp + Fydq =0, logo dp = —(F,/F,)dq entao

F,
d(zp +yq) — du + (xFq —y) dg=0. (12)
P

Sendo esta uma forma diferencial Pfaffiana pode ser aplicado o teorema [7]:
Teorema 5.1 A condicao necessdria e suficiente para que a equacdo dife-
rencial Pfaffiana

X - dr =0 seja integrdvel é que X -rot X =0.

Que nesse caso resulta em

. . 0 o F,
XrotX=-(———4—) (2L —y]| =
Tt (8(wp+yQ) " 3u> (pr y) 0

que integrada fornece
u—xp —yq = ¢(q). (13)
Substituindo na equagao (4.12) obtém-se

(:c? - y> — (9. (14)

A solugao geral da equagao diferencial é dada pela equagdo (4.13) na
qual ¢ ¢ determinado a partir de (4.14).
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