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O objetivo do presente trabalho é apresentar duas versoes distintas do chamado teo-
rema do valor médio em escalas temporais. Tal resultado faz parte do cédlculo em escalas
temporais, que é uma teoria que foi desenvolvida inicialmente pelo matematico Stefan
Hilger em 1988 [1], com o objetivo de unificar os calculos discreto e continuo, e atualmente
existem diversos trabalhos envolvendo o assunto (ver [1,2]).

Uma escala temporal T é um subconjunto fechado nao-vazio arbitrario dos nimeros
reais R. Parat € T, define-se o operador de avango o : T — T por o(t) =inf{s € T : s > ¢}
e o operador de recuo p : T — T por p(t) =sup{s € T : s < t}. Se o(t) > t diz-se que ¢
¢é disperso a direita. Introduz-se também o conjunto T” como segue: se T tem um ponto
maximo ¢; disperso a esquerda (p(t1) < t1), entao T® = T — {¢1 }; caso contrério, T* = T.

Definigao 0.1. Sejam f: T — R uma funcdo et € T*. A delta-derivada de f no ponto t
¢ definida como sendo o nimero f* (t) (caso exista) com a propriedade que para cada
€ > 0, existe uma vizinhanga Vy = (t — 6,t +0) NT de t, com § >0, de modo que

Fle®) = F&) = FA W) (0 (t)—s)| <clo(t) 5], Vse W (1)
Quando f2 (t) existir, dizemos que f € delta-diferencidvel em t.
Se fA(t) existe, entdao f2(t) = f'(t) para T =R e fA(t) = f(t+1) — f(t) para T = Z.

Por exemplo, considerando a funcdo f (t) = t? para t € T := {\/n;n € N}, temos que sua
delta-derivada é f2 (t) = V2 +1+t, Vt € T.

Definicao 0.2. Uma funcio f : T — R € dita pré-diferencidvel com regidgo de diferen-
ciagao D, se f € continua em T, D C T%, TF\D € contdvel e nao contém pontos de T
dispersos a direita, e f € delta-diferencidvel em cada pontot € D.

Por exemplo, a funcéo f : T — R definida sobre a escala T := (J,— [3k, 3k + 2] por

£l = 0 se teUp[Bk,3k+1],
t—3k—1 se te[3k+1,3k+2],k € Ny,
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é pré-diferencidvel com regiao de diferenciagdo D = T\ |Jgo—, {3k + 1}.

Enunciaremos agora as duas versoes do teorema do valor médio em escalas temporais.
A primeira versao foi estudada em [1] e é dada pelo teorema seguinte.

Teorema 0.1. Sejam f: T — R eg: T — R funcoes pré-diferencidveis com regiago de
diferenciacao D. Se ‘fA (t)‘ < ¢g® (t) para todo t € D, entdo

[f(s)=f(r)<g(s)—g(r) VrseT,r<s. (2)
Temos as seguintes consequéncias do resultado acima.

Corolario 0.1. Sejam f,g : T — R funcgoes pré-diferencidveis com regido de diferen-
ciacdo D.
(i) Se U € um intervalo compacto com pontos finais r,s € T, entdo

()~ F ()] s{ sup \fA(t)}}ls—rl-

teUrND
(i) Se f2 (t) = 0 para todo t € D, entio f ¢é uma funcio constante.

Para a,b € T com a < b, define-se o intervalo fechado [a,blr = {t € T : a <t < b}.
Analogamente define-se o intervalo semi-aberto [a,b)r. Em [2] temos uma segunda versao
do teorema do valor médio, dada pelo seguinte resultado:

Teorema 0.2. Seja f : [a,b]lyr — T uma fun¢ao continua em [a,bly e delta-diferencidvel
sobre [a,b)T. Entdo existem 7,§ € [a,b) tais que

b)— f(a
2 ) < LT pag Q
Temos as seguintes consequéncias direta do teorema acima:

Corolario 0.2. Seja f uma fungao continua em [a, bt e delta-diferencidvel sobre [a,b).
(i) Se 2 (t) = 0 para todo t € [a,b)y, entdo f é constante em [a,bly;
(i) Se f2 (t) > 0 (respect. f2(t) <0) para todo t € [a, b)y, entao f € crescente (respect.
decrescente) em [a, b]y.

O Teorema 0.2 continua vélido se a hipdtese ” f é delta-diferencidvel sobre [a,b)r” for

b

substituida por ” f é pré-diferencidvel sobre [a, b)T com regiao de diferenciacao D C [a,b)T”.
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