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Resumo: Neste trabalho estudamos uma equacao hiperbdlica sem a hipotese de unicidade para
o correspondente problema de Cauchy. Verificamos a existéncia de solugoes fracas globais por
meio do método das aprorimacoes de Galerkin. E o nosso resultado principal € a construcdo do
atrator de trajetorias para o problema considerado.
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Seja € um subconjunto aberto, limitado, conexo do R™ (n > 3) e com fronteira suave I
Para cada ponto z € I', indicaremos por v = v(z) o vetor normal exterior unitério a I' no ponto
x. Consideremos o seguinte problema hiperbdlico com condi¢ao de Neumann

%0 (ta) e (0,00) xT, @

{%t + 292 = dAu— f(u) +ul*u (ta) € (0,00) x Q
v

onde v > 0, d > 0 esta fixado, o € (0,1) e f : R — R é uma funcio de classe O satisfazendo as
seguintes hipdteses: existem constantes positivas g, 71, Y2, ¢1, c2 € 2 < p < % tais que

)] < ol + 1), (2)
F(u) = /0 fwydw,  Flu)>mul e, (3)
F(u)-u > yoF(u) - ca, (4)

para qualquer u € R.

Vamos especificar os espagos em que trabalharemos e definiremos quando uma funcao u =
u(t, x) serd solugao de (1). Como nao ha um resultado de unicidade de solugdo para o problema
(1) empregaremos a teoria do atrator de trajetérias em nosso estudo, adaptando resultados
obtidos nas referéncias Chepyzhov, V. V. and Vishik, M. L. [1], [2], onde problemas similares a
(1) foram considerados para a condic@o de Dirichlet. Os detalhes podem ser encontrados em R.
S. Teles [3].

Consideremos f(u) = f(u) — |u|* . Das hipéteses (2)-(4) podemos afirmar que existem
constantes positivas g, V1, V2, €1, C2 tais que

@) < (o + 1)(fuP~ +1) = Fo(|ul~! +1); ()
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u
P = [ fwde, P>l - a, (6)
0
onde
a+1
5 Y 5 n 1 ( 2 )p(aH) <p—(a+1)>
=— e ¢ =c¢ — — )
il 5 1 1 at+1\p »
fu)-u = Folulf — é, (7)
onde
2a+1)\ 7=t (a+1)
- . o p—(at1 —(«
Y2 = nr € = [72614-62-+ () <1)>]
2 Y172P p

Faremos algumas observagoes antes de introduzir a definicao de solucao para o nosso pro-
blema.
Vamos considerar em H'(f)) a norma

= [ (1l + Vo (®)
para u € HY(Q), que é equivalente a norma usual

O H'(©) munido da norma (8) serd denotado por H} ().
O espago dual de H}(€2) serd denotado por Hd_l(ﬂ) e consideraremos o operador continuo

A HY(Q) — H1(Q)
u o (p,Au) = — [, VuVedr

Observemos que para cg = ¢; + 1 existe uma constante positiva K tal que a fungao ®(u) =
(F(u) + 03)% ¢ Lipschitz.

Seja ¢ o expoente conjugado de p, isto é, % + % = 1. Observemos que se
u e L>®(0,T; LP(Q2)), entao ]u\a_luﬁ L>°(0,T; L(2)) e de (5) decorre que f(u) € L>(0,T; LY(R)).

Além disso, existe uma constante g tal que
||f(u)HqLoo(o7T;Lq(Q)) < VZO(HUHI/;oo(o,T;Lp(Q)) +1) 9)

para todo T > 0, onde 7o = 299p7(|Q| + 1).

Por outro lado, se u € L>®(0,T; H} (1)), entdo Au € L>®(0,T; H;(2)). Como p > 2, do Teo-
rema de imersao de Sobolev e por dualidade temos L%(Q) <C H"(Q2), onde
r= max{l,n(% — 1)}. Logo, se u € L>(0,T; LP(2)) N L>(0,T; H}()), temos que a equagao
(1) pode ser considerada no sentido de distribuigao do espago D'(Ry; H"(Q)).

Definicao 1. Uma fun¢io u = u(t,z), t € [0,T], x € Q, é uma solu¢ao fraca global de (1)
se u € L°(0,T; LP(Q2)) N L>(0,T; HY(Q)), ug € L>=(0,T; L*(Q)) e u satisfaz a equagio (1) no
sentido de distribuicao do espago D'(0,T; H~"(Q)), para todo T > 0, onde r = max{l, n(%—%) },
isto €, para toda ¢ € HY(2) N LP(Q) vale a sequinte igualdade

2
g | ut) - e@is s n g [ueo) paot [ [@9ut.0)- Vola) + futt. ) - olo)-

— Ju(t, z)|*tu(t, z) - ¢(z)]dz = 0.
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Observacao 1. Sabemos que se u € uma solu¢io fraca global da equag¢ao (1), entao
u € L®(0,T; LP(2)) N L>(0,T; Hy(Q)) — L>(0,T; L*(2)) e uy € L>(0,T; L*()) para todo
T > 0, portantou € C(0,T; L*(Q)). Temos também que uy € L°°(0,T; L?(2)) — L>®(0,T; H~"(f))
euy € L*(0,T; H"(Q)) para todo T > 0, donde concluimos que uy € C(0,T; H~"(R)).
Proposigao 1. Se u é uma solucao fraca global de (1), entao
u € Cyp(0,T; Hy(Q)), u€ Cp(0,T;LP(Q)), uz € Cy(0,T; L3(), (10)
para todo T > 0. Além disso, para todo d € R a funcdo
= lu®)l gy ) + llue () + 6u(t) | 2(0) + [[u(t) | Lr ) (11)
é semicontinua inferiormente para t € [0, T], para todo T > 0.
Sejam u € H} () N LP(2) e v € L*(2). Definamos I : (H}(2) N LP(Q)) x L*(Q) — R por
1 -
I(u,v) = 2/ [[0]? + d|Vul? + 2F(u)] da.
Q

Proposigao 2. FExistem constantes positivas ki, ko, k3, k4 tais que

B [l iy + 00220y + Nl ] = B2 < T(0s,0) (12)

T(u,0) < K[l gy + N0132(0) + 1l ] + b (13)

Demonstragao. De fato, usando a hipétese (6) e a desigualdade de Young obtemos

1 . .
1(u,0) > 5 win{L 7 [l 0 + 1030y + 1l 0] -

frores () ()

Se L é uma constante positiva tal que |F(u)| < L(1 + |u[P), entdo

1 - -
I(u,v) < 5 max{L, 2L} [ulldy ) + 01320 + Nl 0] + 19,

Portanto,
2
ky = %min{l,ﬂ}, ko = @[ + ;(;p) o <pp2>
ky = %max{l,Qi}, e
O
Seja
0 < < min{2v, 2k}, (14)
onde k) = %min{l, ~1}. Consideremos o seguinte funcional
Js(u,v) = ;/ﬂ [|v|2 +d|Vul? + 2F (u) + 20u - v + 267|u|? | dz. (15)
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Proposicao 3. O funcional Js satisfaz

5
<’f1 - 2) [y @ + el + lullzn@] = ke < Jau.v) (19

1)
Jstu0) < (ko + 5+ 07 ) el + Dol + ) + i (17

onde as constantes k1, ko, k3, kg foram definidas na Proposicdo 2.

Coroldrio 1. Se u € wma solugio fraca global de (1), entao a fungdo real
z(t) = Js(u(t), us(t)) € semicontinua inferiormente no intervalo [0,T)], para todo T > 0.

Teorema 1. Se u : [0,00) X Q@ — R € uma solugao suficientemente regular de (1) e z(t) =
Js(u(t), Opu(t)), entdo existem constantes us >0 e ps > 0 tais que

2120+ psz(t) < ps. (18)

e portanto,

P

2(t) < z(0)e 3t 4
s

(19)

Demonstracao. Temos que

d

dth(u ut) 27/ || dac+(5/ \utIde—dd/ |Vl dm—*ygé/ lu|Pdx + 0¢2|2+

5 . 4 72 p—2 2
(20)
e (20) e (17), obtemos
d
ani(U up) < —ksJs(u, ur) + ke, (21)
onde
in{2y — 6,0,57,} A= 2
min — 0,0, . =
ks = TR k;ﬁ:k:41<:5+5[02|m+(~ > |mp ]
ks + 5+ 67 V2p
e as constantes k3 e k4 foram dadas na Proposicao 2.
E de (21) concluimos que
ket k6
z(t) < z(0)e™ ™" 4+ —,
ks
ou seja, us = ks e ps = kg. ]

Fixemos N > 0 e vamos definir o espaco de trajetérias IC:{ (N) da equagao (1).

Definicao 2. O espaco /CJ(N) é o conjunto das solugées fracas globais u da equacgdo (1) que
verificam a desigualdade

2(t) < Newtat 4 P2
s

para todo t > 0, onde z(t) = Js(u(t), Qyu(t)) e § foi dado em (14).

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0002 010002-4 © 2014 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

Proposigao 4. Se ug € HY(Q) N LP(Q), uy € L*(Q) e 20 = Js(up,u1) < N, entdo existe pelo
menos uma solugdo fraca global u € K (N) tal que

uli=0 = uo, Oruli=0 = .

Vamos definir os conjuntos .7-?(;0 & .7-"; 4 € a topologia @?;c 4 associados a equacao (1).
Comecamos definindo o conjunto Fr 4 da seguinte forma
Frag={v:ve L>®0,T;LF(Q)) N L>0,T; Hy(Q)), 0w € L>(0,T; L*(Q)),
O € L(0,T; H™(2)))
e o munimos da topologia ©7 4 que, em termos de sequéncias, é descrita da seguinte maneira:
uma sequéncia {v,,} C Frgq converge para uma funcdo v € Frg em Or4 se vy, A v em
L(0,T; HY(Q))NL>®(0, T; LP(Q)), Opvm — pv em L2(0,T; L2(Q)) e O2vy, — 0fv em L(0,T; H™(Q)).
A topologia definida acima torna F7 4 um espaco topolégico de Hausdorff e Frechet-Uryshon
com base topoldgica enumeravel.
O conjunto Fr 4 e a topologia ©7 ¢ dao origem aos conjuntos ]-"lgc & }"ber e a topologia @foc a
Temos que
Fioeq ={v v € L (Rys LP(2)) N Lig.(Rys Hy (), v € Liz,(Ry; L* () e
dfv e Lig.(Ry; HT(Q)};

Ffg={v € Fl.qg:v e L®Ry; IP(Q)) N L¥(Ry; Hy(Q) N o € L®(Ry; LX(Q)) e
0?v e L®(Ry; H"(Q)) com \|vH]_-b+d < 400},

onde
lll g, = vl oo yszri@) + 10l oo s mye)) + 1000llpoe @ysr2@) + 1070l oo (R 11— ()3

E a topologia @l'zc 4 €m }"l'gc 4 € definida da seguinte forma: v, — v em @l'zc ¢ quando I 75 —
g, 7jv em O1,4 para todo T' > 0.

O espaco }—ltc,d munido da topologia @;ggd é um espaco topoldgico Hausdorff, Frechet-
Uryshon e possui uma base enumeravel.

O espago IC;(N) munido da topologia G);;C’d é o espago de trajetorias da equagao (1).

Definamos a aplicagao T'(t) : ]-'IJOFC’d — ]—'gc’d por T'(t)u(s) = u(t+ s) e consideremos a familia
{T(t) : t > 0} que constitui um semigrupo. Como a equagio (1) é auténoma temos que K} (N)
é invariante pelo semigrupo {T'(t) : t > 0}, logo podemos considerar T'(t) : K (N) — K (N).

Proposicao 5. Se IC;(N) € o espaco de trajetdrias da equacdo (1), entao para toda fung¢ao
u € K (N) temos que T(t)u € K} (N) para t > 0.

Proposicao 6. Se K} (N) € o espago de trajetdrias da equacio (1), entio K (N) C F,f,.
Proposicao 7. O espaco de trajetorias /C;{(N) € fechado na topologia Gltcd'

Agora, fixemos um valor § = §p verificando (14). Vamos definir o conjunto

P = {u € Fity2(t) = Jsy (u, Opu) < 2250}
) 50

Observemos que o conjunto P ¢ tal que ||lul| .+ < 400 para toda funcdo u € F;"; e é compacto
b,d ’

em @;g .4~ Além disso, a desigualdade (19) implica que o conjunto P é um conjunto absorvente
do espago K (N).
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Proposicao 8. Se f satisfaz (5)-(7), entdo para cada d > 0 a equagio (1) possui um atrator de
trajetorias Aq(N).

Definamos os conjuntos

Froed ={v:v € LIS (R; LP(Q)) N LiS(R; HY(Q)), o € L% (R; L2(Q)) e

loc

9fv € Lis, (R H™"(Q))};

loc

Fya={v:ve LR, LP(Q)) N L¥(R; Hj(Q)) Ndw € L=(R; L*()) e
831) € L*(R; H"(Q)) com HU”]—'b’d < 400},

onde

0]l 7,0 = 0l Loe@izr()) + 10l oo rorrt ) + 10501l oo iz () + 1070 Lo mir-r ()3
d

E munimos Fjec,q com a topologia O, q definida da seguinte forma: v,, — v em Oy, 4 quando
U_7rjvm — U_r v em O_7 1] 4 para todo T > 0.

Denotamos por K4 o niicleo da equagao (1) consistindo de todas as solugoes fracas u da
equacao

OPu + 290w = dAu — f(u) + |ul* tu, t €R,
limitadas na norma do espago F;, 4 e satisfazendo a desigualdade

2(t) < Js(u(t), ui()) < % (22)
para todo t € R.

Teorema 2. Seja lel'(N) 0 espago de trajetorias da equagao (1) para N > 0 fizado. Se A4(N) C
P € o atrator de trajetdrias do semigrupo translagao T(t) : K} (N) — K1 (N), entdo o conjunto
A4(N) € limitado na norma do espago f;d e é compacto em rela¢ao a topologia @;gcd. Além
disso,

Q[d = H+]Cd. (23)
O conjunto Kq € limitado em Fy, 4 e compacto em Oy g.

Proposicao 9. o atrator de trajetorias Aq(N) nao depende de N > 0, isto €, Az(N) = Ay.
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