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Resumo. Neste trabalho estudamos as solugoes generalizadas de Euler e de Hermes para
equacoes diferenciais descontinuas. Assim, sdo estudadas propriedades envolvendo as solugoes
de Euler e de Hermes. Em particular, estudamos as relagoes entre as solugoes de Euler e de
Hermes. Além disso, provamos que as solucoes de Hermes satisfazem algumas propriedades
que sao andlogas das propriedades satisfeitas pelas solugoes de Euler.
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1 Introducao

Equagoes diferenciais descontinuas foram estudadas, por exemplo, em [2-5]. A solugao
generalizada de Euler para equagoes diferenciais descontinuas foi abordada em [2—4]. J4 a
solugao generalizada de Hermes foi abordada em [3-5]. Neste trabalho estudamos propri-
edades das solugoes generalizadas de Euler e de Hermes para o problema de valor inicial

@(t) = f(t,2(t)), x(a) = zo (1)

onde f : [a,b] x R™ — R™. Se f é uma fungao continua, entdao em [2] prova-se que qualquer
solucao de Euler = para o problema de valor inicial (1) é continuamente diferencidvel em
(a,b) e satisfaz @(t) = f(t,z(t)) Vt € (a,b). Esta propriedade para solugoes de Euler é
afirmada na parte (c) do teorema [ [2], 1.7. Theorem]. Aqui ndés obtemos um resultado
analogo para solugoes de Hermes. O teorema [ [2], 1.7. Theorem] diz respeito a propri-
edades para solucoes de Euler. Aqui ndés também obtemos analogias com as partes (a) e
(b) desse teorema para solu¢oes de Hermes do problema de valor inicial (1).

2 Preliminares

Nessa secao consideramos conceitos e resultados que serao utilizados no desenvolvi-
mento do presente trabalho.
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2.1 Medida e integral de Lebesgue

Aqui relembramos conceitos béasicos de teoria da medida. Uma abordagem mais com-
pleta de medida e integral de Lebesgue, pode ser encontrada em [6].

Definicao 2.1. Uma funcgdo f : [a,b] — R™ diz-se Lebesque mensurdvel se para todo
conjunto aberto V-C R™ a sua pré-imagem

fHV)={tela]: f(t) eV}
for um conjunto Lebesque mensurdvel.

Seja I C R um intervalo. Uma propriedade P é valida para quase todo ponto (q.t.p.)
de I, se essa propriedade é valida em I'\ N, onde N é um conjunto com medida de Lebesgue
nula.

O espago de Banach de fungdes z : [a,b] — R Lebesgue integréveis com a norma

b
o)z = [ la(oat
¢ denotado por Li([a,b]).

2.2 Funcgoes absolutamente continuas
A definigao de funcao absolutamente continua pode ser encontrada em [1,7].

Definigao 2.2. Uma fung¢ao x : [a,b] — R™ € dita absolutamente continua se, dado € > 0,
existe § > 0 tal que para quaisquer cole¢io enumerdvel de subintervalos disjuntos |ay, by]
de [a,b] satisfazendo

Z(bk - ak) <9
temos
Z |z(b) — x(ag)| < e.
Enunciamos abaixo um resultado considerado em [1] para fungoes absolutamente continuas.

Teorema 2.1. Uma fun¢do continua é a integral de sua derivada se e somente se ela é
uma funcdo absolutamente continua.

Como abordado em [7], uma fungao absolutamente continua x : [a,b] — R™ é di-
ferencidvel em quase todo ponto de [a,b], e sua derivada #(-) é uma fungao Lebesgue
integravel. Além disso, vale a férmula

o(ty) — a(ty) = / bt

t1

para todo t1,ta € [a,b], t1 < to. Assim, qualquer fungao absolutamente continua x :
[a,b] — R™ pode ser representada na forma

z(t) = z(a) +/ z(s)ds.
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Vamos nos referir a quaisquer func¢ao absolutamente continua x : [a,b] — R™ como um
arco em |[a, b|.

Faremos uso do resultado a seguir, conhecido como Lema de Gronwall e abordado
em [2].

Proposicao 2.1. Seja x um arco em [a,b] que satisfaz
[2(@)]| <l +c(t)  qtp. te€la,b]

onde v é uma constante ndo negativa e onde c(-) € Li([a,b]) € uma fun¢do nao negativa.
Entao, para todo t € [a,b], temos

¢
lz(t) — z(a)|| < (7 = 1)|z(a)] +/ " e(s)ds.
Se a funcao ¢ € constante e v > 0, entdo

lz(t) = z(@)]| < (% = (llz (@) + ¢/7)-

2.3 Teorema fundamental do calculo

Faremos uso da primeira parte do teorema fundamental do calculo, como abordado
em [8] e enunciado abaixo.

Teorema 2.2. Se f :[a,b] > R é contmua entio F(x) = [T f(t)dt é continua em [a,b]
e derivdvel em (a,b), e sua derivada € f(x

dx/f (a).

3 Solucgoes Generalizadas de Euler e de Hermes

No que se segue abordamos as solucoes de Fuler e de Hermes para o problema de valor
inicial (1). Inicialmente definimos as soluc¢oes de Euler como em [2]. Assim, seja

™= {to,tl, "'7tN—17tN}
uma particao de [a,b], onde tg = a e txy = b. O didmetro da partigao 7 é dado por
tr :=max{t; —t;—1 : 1 <i < N}.

Definigao 3.1. Definimos o arco poligonal de Euler, associado ao problema de valor inicial
(1) e correspondente a particdo w, como o arco T  : [a,b] — R™ dado por:

Zx(to) = w0, x(t) =0+ (t —to)f(to,z0), € [to,t1]
9;'71-(151) =2, ZEﬂ-(t) =x1 + (t — tl)f(tl,ml), t e [tl,tg]

e por inducdo
Tr(ts) = @i, @x(t) = @+ (0 — ) f(ti, 2i), T E [t tig]
quando i € {0,1,...,N —1}.
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Definicao 3.2. Dizemos que o arco x : [a,b] — R™ € uma solu¢ao de Euler para o
problema de valor inicial (1), se x € o limite uniforme de arcos poligonais de Euler x;,
correspondentes a alguma sequéncia 7j tal que pir; — 0.

A seguir consideramos exemplos de solugoes de Euler. Assim, considere a funcgao
f:10,1] x R — R dada por

1, z=0
e seja g = 0. Dada uma particio m; = {t(()j),tgj),...,tgéj} de [0, 1], o arco poligonal de

Euler 2, ¢ dado por
v, () =t, et 1)
oo, () =19, t e [t 49)]
quando 7 € {1,...,N; — 1}. Como |z, (t)] < |tgj)] para todo t € [0,1] e tgj) — 0 quando

j — o0, entao z(t) = 0 é a tunica solugao de Euler para o problema de valor inicial (1).
Considere agora a funcao f : [0,1] x R — R dada por

f@@:{o,xzo

1, z#0

e seja g = 0. Para toda partigao m de [0, 1] temos que z, = 0. Assim, z(t) = 0 é a tnica
solucao de Euler para o problema de valor inicial (1). Suponha agora que xzy = 1. Neste
caso, para toda particao m de [0, 1] segue que x, = 1 4+ ¢. Dessa forma, z(t) =1+t é a
unica solugao de Euler para o problema de valor inicial (1).

Para definir solugoes de Hermes precisamos primeiro definir solugoes de Carathéodory.

Definigao 3.3. Um arco x : [a,b] — R™ é uma solu¢ao de Carathéodory para o problema
de wvalor inicial (1) se, e somente se, x satisfizer a equacao diferencial dada na equagao
(1) para q.t.p. t € [a,b] e z(a) = xo.

Abaixo definimos solugoes de Hermes como em [4].

Definicao 3.4. Seja z : [a,b] — R™ um arco. Dizemos que x € uma solugao de Hermes
para o problema de valor inicial (1) se, e somente se, existirem funcoes p; : [a,b] — R"
Lebesgue mensurdveis e solugoes de Carathéodory x; do problema de valor inicial

y(t) = f(t,y(t) + p;(t), y(a) = zo (2)
tal que p; =0 ex; = .

A notacao p; = 0 significa convergéncia uniforme. Observamos também que uma
solugao de Euler é uma solucao de Hermes, como afirmado abaixo.

Proposicao 3.1. Suponha que existam constantes positivas v e ¢ tal que

1 2] < yllll + ¢ 3)

para todo (t,z) € [a,b] x R™. Toda solu¢ao de Fuler do problema de valor inicial (1) é
uma solucao de Hermes.
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A prova do resultado anterior pode ser encontrada em [3]. A seguir consideramos um
exemplo de solugao de Hermes. Para isso, considere novamente a funcdo f : [0,1] xR — R
dada por

0, =0

f(t’x):{ 1, 2#0

e seja xg = 0. Se p;(t) =1/j e x;(t) = t, entdo z; é uma solugdo de Carathéodory para o
problema de valor inicial (2) para todo j € N\ {0}. Portanto x(t) =t é uma solucao de
Hermes para o problema de valor inicial (1). Como neste caso x(t) = 0 é a unica solugao
de Euler para o problema de valor inicial (1), concluimos que em geral uma solugao de
Hermes nao é uma solucao de Euler.

No teorema abaixo provamos propriedades para solucoes de Hermes que fazem uma
analogia com o teorema [ [2], 1.7. Theorem)].

Teorema 3.1. Suponha que f seja Lebesgue mensurdvel em t para cada x fizado. Suponha
também que f satisfaca a condig¢ao de crescimento linear dada na equagao (3). Entao:

(a) Eziste pelo menos uma solugdo de Hermes y para o problema de valor inicial (1).
Além disso, qualquer solucdo de Hermes € de Lipschitz.

(b) Eziste uma constante positiva K tal que toda solugdo de Hermes satisfaz

ly(8) = y(a)ll < (= = 1)(|ly(a)ll + K/)
para todo t € |a,b].

(c) Se f € uma fungao continua, entao qualquer solugdo de Hermes y para o problema de
valor inicial (1) € continuamente diferencidvel em (a,b) e satisfaz y(t) = f(t,y(t))
vt € (a,b).

Demonstracdo. A existéncia de pelo menos uma solugao de Hermes y estd estabelecida
no teorema | [4], Theorem 6]. Se y for uma solucdo de Hermes para o problema de valor
inicial (1), entdo existem fungdes p; : [a,b] — R"™ Lebesgue mensuraveis e solucoes de
Carathéodory y; do problema de valor inicial (2) tais que p; = 0 e y; = y. Logo existem
N € Ne¢; > 0satisfazendo ||p;j(t)|| < 1 e [|y;(t)|| < ¢1 para todo t € [a,b], quando j > N.
Assim, se L = yc1 + v + ¢, entao

145 N = 11/ (£ 53 (8) + pi DI < lly; (8) + P + ¢
<y O +7lp; O + ¢ <ver +v+¢
=L qtp. te]la,b
e portanto y; é de Lipschitz com constante de Lipschitz L. Dessa forma, y é de Lipschitz
com constante de Lipschitz L. Isto prova o item (a).

Sejam y e y; como na prova do item (a). Vimos que

15, (D <Ay +v+c¢  qtp. t€la,b]
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para todo j > N. Se K = v + ¢, temos que
;DI <Ally; DI + K gt.p. t€a,b]
e da proposi¢ao 2.1 segue que
ly; (8) = yi(@)]| < (€ = 1)(|ly(@)l| + K/7)
para todo t € [a, b]. Portanto
ly(t) = y(a)]| < (= = D)(|ly(a)]| + K /)
para todo t € [a,b], o que prova o item (b).
Novamente, sejam y e y; como na prova do item (a). Como uma funcdo continua em

R"™*1 ¢ uniformemente continua em conjuntos compactos, para cada € > 0, existe § > 0
tal que

1f(t2) = f(tw)|| <€

quando ||z|| < e+ 1, |Jw|| < e+ 1e |z —w| <. Assim, existe J € N tal que
1£ (930 + 03 (1)) — £t ()] < e
para todo j > J. Assim, se j > J temos que
t
Hw@—w@%:/ﬂﬂwmﬂﬂ
—n/k% F(r, 53 () yr|
ZH/{ﬂﬂwﬁ%HMﬂ)—ﬂﬂwU»Mﬂ

<eg(t—a) <elb—a).

Tomando j — oo, concluimos que

ly(t) ‘/fT, )dr|| < e(b - a).

Como ¢ é arbitrario, obtemos

+ [ 1 ytmar

e do teorema 2.2 y é continuamente diferenciavel em (a,b) e satisfaz y(t) = f(¢,y(t)) para
todo t € (a,b). Dessa forma concluimos a prova do item (c). O
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