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Resumo. O principal objetivo deste trebalho é determinar o comportamento das raizes de
alguns tipos de equagoes quadrinomiais que aparecem em alguns problemas da Matematica
Financeira. Além disso, apresentamos uma regiao anelar do plano complexo onde essas
raizes estao localizadas.

Palavras-chave. Raizes, Equacoes Quadrinomiais, Matematica Financeira.

1 Introducao
Consideremos a equacao quadrinomial de grau m, representada por
P(2) = 2™ + apz® + ap2P + ao, (1)

com naturais p < k < m e ay, a, e ap numeros reais.

Para alguns valores de m, p, k, ai, a, e ag, a equagao (1) é usada em alguns problemas
da Matematica Financeira relacionados a determinacao da taxa de juros de uma série
uniforme de pagamentos diferida. Por exemplo, considerando o nimero de periodos n, o
valor das prestacoes PMT, o valor futuro F'V, o valor presente PV, o periodo de caréncia
c e a taxa de juros I temos as seguintes equacgoes

PV(1+1)txI
pyr = | PO X 2)
1-(1+1)"
) (1+ 1)
1+ 0 x1
PMT =FV |——————— 3
Rz ®
Fazendo a mudanga de varidvel z = 1 + I a equagao (2) pode ser reescrita como
Pl(Z) _ Z"‘*‘C,Z”‘*‘C—l *B2n+ﬁ =0
comﬂ:PP—%T,0</B<1.

Para a equagao (3) tem-se
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Pyz)=2" —azf4+ a2zt —1=0

com o = %, a> 1.

Assim, o problema da determinacdo da taxa de juros de uma série uniforme de paga-
mentos diferida recai na investigagao dos zeros positivos dos quadrindémios P; e Ps.

Observe que, uma solugao para n > 4 é obtida apenas por aproximacao, e que para
obter uma boa aproximagao a maioria dos métodos numéricos necessitam de informagoes
sobre o comportamento de tais raizes, o que justifica a importancia do presente trabalho.

Além disso, uma vez que os zeros positivos dos quadrinémios (2) e (3) estao relacionados
a taxa de juros procurada, o estudo do comportamento dos zeros de P;(z) e P(z) torna-se
algo valioso na literatura.

2 Resultados Preliminares

Os seguintes resultados classicos serao utilizados nas demonstragoes dos principais
resultados deste trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados em [1], [2] e [3].

Teorema 2.1 (Regra de Sinais de Descartes). Sejam Z o nimero de zeros positivos
do polinémio P(z) = ap + a1z + azz® + - + apz"™ e S~ o nimero de mudancas de sinal
da sequéncia dos coeficientes. Entio, S~ — ZT é um nimero par nao negativo.

Teorema 2.2 (Cauchy). Seja P(2) = ag+ai1z+--++ ap—12""1 + 2" um polinémio com
coeficientes complexos e ag # 0, e seja r a Unica raiz positiva da equacdo

t" —|an_1|t" 1 — - = |a|t — |ao| = 0.
Entao, todos os zeros da equagao P(z) =0 encontram-se no disco |z| <.

Teorema 2.3 (Teorema de Rouché). Sejam P(z) e Q(z) fungoes analiticas no interior
de uma curva de Jordan C simples e fechada. Se P e Q sdo continuas em C e |P(2)| <
|Q(2)|, z € C, entdo F(z) = P(2)+Q(z) e Q(z) tém o mesmo numero de zeros no interior

de C.

3 Principais Resultados

Nesta secao, mostraremos a quantidade de zeros reais e nao reais dos quadrinémios
Pi(z) = z"te—nterl _pan i Be Po(z) = 2" —azf+az¢l —1,onde 0 < B <1, a > 1,
P1(1) =0 e Py(1) =0 e, determinaremos regides do plano complexo onde seus zeros estao
localizados.

Lema 3.1. Sobre os zeros de Py(z) = 2"T¢ —nte"l B4 3 0< B <1leP(l)=0
tem-se:

1. Sen+c é par comn e c pares, Pi(z) tem dois zeros positivos, 0 ou 2 zeros negativos
en—+c— 2 zeros nao reais ou n + ¢ — 4 zeros nao reais.
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2. Sen+c é par com n e c impares, Pi(z) tem dois zeros positivos e n + ¢ — 2 zeros
nao reais.

3. Se n+ ¢ impar, Pi(z) tem dois zeros positivos, um zero negativo e n + ¢ — 3 zeros
nao reais.

Demonstracdo. Pela a regra de sinais de Descartes, Pj(z) tem dois zeros positivos ou nao
tem zeros positivos. Como P;(1) = 0, concluimos que P;(z) tem dois zeros positivos, z = 1
ez=¢.

Aplicando a regra de sinais de Descartes no quadrinémio P;(—z):

1. Para n+c par (com n e c pares), Pi(—z) = 2" ¢+ 2" e — 327 4 B logo Pi(z) tem
0 ou 2 zeros negativos;

2. Para n + ¢ par (com n e ¢ fmpares), Py(—z) = 2" + 2"Fe=1 4 32" + 3. ou seja,
Py (z) nao tem zeros negativos.

3. Para n + ¢ impar (com n impar e ¢ par ou n par e ¢ impar), Pj(—z) = —2""¢ —
2Pl 4 B2 4 Bou P(—z2) = —2"¢ — 2nteml — 32" + B 0 que implica que Pi(z)
tem um zero negativo.

O

Lema 3.2. Sobre os zeros de Pa(z) = 2" — az¢ + az¢"! — 1, a > 1, P(1) = 0, tem-se:

1. Sen é par e c € par ou impar, Py(z) tem um ou trés zeros positivos, um zero negativo
en—2 oun—4 zeros nao reais.

2. Se n e ¢ sao impares, Pa(z) tem um ou trés zeros positivos, zero ou dois zeros
negativos en — 1, oun —3 oun — 5 zeros nao reais.

3. Sen é impar e c € par, Pa(z) tem um ou trés zeros positivos e n — 1 ou n — 3 zeros
nao reais.

Demonstracao. Pela Regra de sinais de Descartes, Py(z) = 0 tem um ou trés zeros positi-
vos. E aplicando a regra de sinais em Py(—z) segue que:

1. Se n é par e ¢ é par ou impar, entdo Pa(—z) = 2" — az® — az¢"! — 1 ou Py(—2) =
2"+ az® + az¢"! — 1, o que significa que P»(z) tem um zero negativo.

2. Se n e c sdo impares, entdo Py(—z) = —2" + az¢ + az¢~! — 1, ou seja, Po(z) tem
zero ou dois zeros negativos.

C

3. Se n é fmpar e ¢ é par, entdo Pa(—2) = —2" — az¢ — az°"! — 1, 0 que implica que

neste caso P»(z) nao tem zeros negativos.

O
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Lema 3.3. Os quadrinémios P(z) = 2" -2l _32" 1 B e Py(2) = 2" —azf+az¢"1—1,
a>1,0<p8<1, a>1, podem ser representados por

Pj(z) = (z = 1)Qj(2) j=1,2

onde
Qu(z) = 2ot —Br - — Bz — B
e
Qa(z)=2""1 2" (L—a) T2 2+ L
Demonstragdo. Segue diretamente dos Lemas 3.1 e 3.2 e de simples manipulagoes. O

Observagao 3.1. 1. Sef < % tem-se
lIimQ@Q(2)=—-<0 e limQi(z)=1—pn>0,
z—0 z—1
logo & € (0,1). Além disso, se B > % entdo
lim Q1(2) =1—pn <0 ecomo limQq(z)=2"""1-p2"—-1)>0,
z—1 z—2

seque que & € (1,2).

Se n + ¢ € impar tem-se

lim Pi(z) =5 >0 ecomo lim Pi(z) <0,
z—0 1

Parens
logo se n+ ¢ € impar, o zero negativo de Pi(z) estd no intervalo (—1,0).
2. Quando ¢ = 1, o polinémio Q1(z) = 2"t — Bzn=t — .. — Bz — B ¢ obtido pela
relacdo de recorréncia de trés termos:
Qr(z) = (2+ 1)Qk-1 — 2Qk—2(2) para k=2,3,....,n+c—1,
com Qo(z) =1 eQ1(z) =z — .
3. Se a > 2c tem-se

lim @Q2(2) =1>0 e limQ@a(z) =2c—a <0,
z—0 z—1

logo £ € (0,1).

O proéximo resultado determina um anel no plano complexo que contém todos os zeros
do quadrinémio Pj(z).

Teorema 3.1. Seja Py(z) = 2"¢— 2"l —32n 4+ 3,0 < B < 1. Todos os zeros de Py ()
estao em

v < 2] <9,

onde v € a tnica raiz positiva da equagio f(z) = 2"+ 2"l 4L B —B=0,¢e6 éa
tinica raiz positiva da equacdo g(z) = 2"T¢ — el gn B = (.
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Demonstragao. A desigualdade |z| < § segue diretamente do Teorema 2.2, onde § é a
unica raiz positiva da equacio g(z) = 2"1¢ — 2"l — g 3=,

Agora, mostremos que |z| > 7. Note que pela regra de sinais de Descartes, f(z) =
e 4 ogntel L 3em . B3= 0 tem uma tnica raiz positiva .

Como zginoof(z) = +o00, se f(z) > 0, para algum z > 0, entao z > .

Se Pj(z) = 0 para algum z, entao

zn+c . ZnJrcfl . 5271 + /8 =0 szrc — (_1)[ﬁ _ Zn+cfl _ 52,71]
— ‘Z’n—&-c:‘ﬁ_zn—s—c—l_ﬁzn‘ Z ’ﬁ_zn—i-c—l‘_‘ﬁuzln
>8] = |2" e = 1Bl = 8 = 2" = Bz

e, portanto |z|"T¢ + |z|"Te7t 4+ 8|2 — B > 0, isto é, f(|z|) > 0 e pelas consideragoes acima
segue que |z| > . O

Teorema 3.2. Seja Py(z) = 2" — az+ az"t — 1, a > 1, entdo:

1. Todos os zeros de Ps(z) encontram-se em |z| < u, onde pu € a unica raiz positiva da
equacdo f(z) = 2" — az® —az¢"! — 1.

2. Sen < a, entio Py(z) tem c zeros em |z| < 1.

Demonstrag¢do. 1. Pela regra de sinais de Descartes, f(2) = 2" — az® — az° ! — 1 tem
uma tnica raiz positiva u.

Aplicando o Teorema 2.2 segue que todos os zeros de P,(z) estao em |z| < p.

2. Segue diretamente do Teorema 2.3.

4 Exemplos numéricos

Para alguns valores de n, ¢, PMT, PV e FV, nas Tabelas 1, 2 e 3 podemos ver os
coeficientes e os zeros dos quadrinoémios P;(z) e Py(z) respectivamente, e a taxa de juros
1.

As Figuras 1 e 2 mostram os zeros dos quadrinémios Pj(z) (j = 1,2), representados
em vermelho. Note que os zeros satisfazem as condigoes dos resultados apresentados na
secao anterior.

Como z = 1+ I segue que a taxa de juros é dada por I = z — 1 com z sendo o zero
positivo de Pj(z) (j = 1,2).
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n|c| PMT | PV | Pi(z) (j =1,2) Zeros de Pj(z) | I(%) |
21 = —0.72 — 0.3093,
29 = —0.72 + 0.3094,
z3 = —0.253 — 0.7351,
6|2 750 | 2800 | Pi(z)=2%—2"—0272%+0.27 | 24 = —0.253,+0.735i
25 = 0.416 — 0.688i, | 11,55
26 = 0.416 + 0.6881,
zr=1e zg =1.1155
21 = —0.820858,
29 = —0.613 — 0.5374,
23 = —0.613 + 0.5374,
24 = —0.086 — 0.8083,
712] 750 |2500 | Py(z)=2"—2%—-0.32"+03 | z;=—0.086+0.808i, | 17,15
26 = 0.523 — 0.6624,
27 = 0.523 + 0.6624,
zg =1e z9g=1.17153

Tabela 1: Exemplo referente ao quadrindémio Pj(z) = 2"7¢ — zntel — gon 4 3.

(a) Zeros de Pi(z). (b) Zeros de P»(z).

Figura 1: Localizagao dos zeros de P;(z) e Py(z).

ln|c| FV ]| PMT]| Pi(z) | Zeros de Pi(2) | 1(%) |
z1 = —1.86522

29 = —0.222 — 1.7237

62390 | 3000 | Pi(z)=20—7.692%+7.692— 1| 23 =—0.222 + 1.723i | 15,63
z4 = 0.153587

zs =1e zg =1.15634

Tabela 2: Exemplo referente ao quadrinémio Py(2) = 2" — az®+ a2 ! — 1.
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in|c| FV | PMT | Py(z) Zeros de Py(z) | I(%) |
21 = —1.203 — 1.642i
29 = —1.203 + 1.642i

5111 2000 320 Py(z) = 25 —6.2522 4+ 6.252 — 1 z3 = 0.199915 20,69
z4=1¢e z5 =1.20689

Tabela 3: Exemplo referente ao quadrinémio Py(2) = 2" — az®+ a2z~ ! — 1.

(a) Zeros de Pi(z). (b) Zeros de P»(z).

Figura 2: Localizacao dos zeros de Pi(z) e Py(z2).

5 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos algumas propriedades das raizes de uma classe espe-
cial de equagoes quadrinomiais, as quais sao muito importante em alguns problemas da
Matematica Financeira.
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