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Instituto de Matemática, Estat́ıstica e Computação Cient́ıfica, UNICAMP, Campinas, SP

Resumo. O foco do presente trabalho consiste no estudo e na proposição de métodos de
Galerkin Descont́ınuo para a aproximação numérica de problemas diferenciais de natureza
hiperbólica, lineares e não-lineares bidimensionais, com enfoque em esquemas expĺıcitos e
no uso de aproximações do tipo Runge-Kutta no tempo. Especificamente, serão exploradas
as boas propriedades de estabilidade local no tempo dos métodos da classe Runge-Kutta
em conjunto com funções de fluxo numérico estáveis e o uso da técnica de reconstrução do
gradiente, com o objetivo de desenvolver métodos de Galerkin Descont́ınuo de mais alta
ordem capazes de obter boa resolução de gradientes abruptos e de soluções descont́ınuas,
sem oscilações espúrias, em problemas hiperbólicos.
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1 Método de Galerkin Descont́ınuo

O método de Galerkin Descont́ınuo (DG, do inglês Discontinuous Galerkin) é uma
classe dos Métodos de Elementos Finitos cuja formulação variacional permite o emprego
de polinômios descont́ınuos por partes para compor os espaços de aproximação. O método
DG combina diversas caracteŕısticas interessantes do método de elementos finitos clássico
e do método de volumes finitos, compondo uma ferramenta importante para aproximar
soluções de equações diferenciais, como por exemplo, em problemas de escoamentos em
meios porosos, de dinâmica de fluidos e eletrodinâmica [1].

1.1 Lei de Conservação Hiperbólica

Seja D = Ω × I ⊂ R3, o domı́nio de definição do problema estudado, onde Ω ⊂ R2 e
I = [0, T ] com T > 0, correspondendo as partes espacial e temporal de D, respectivamente.
Sem perda de generalidade, x = (x, y)t denotará a variável espacial e t a variável temporal.
Considere u(x, t) : D → R2 a função que designa a variável conservada e a função de fluxo
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f(u) = (f(u), g(u)) ambas com imagem em R2 e as componentes de f(u), f(u) e g(u)
ambas com imagem em R. Uma lei de conservação associada a essas funções é uma equação
diferencial parcial escrita na forma

u(x, t)t + div(f(u(x, t))x = 0. (1)

A equação (1) deverá ser acrescida de uma condição inicial e uma condição de contorno
(em domı́nios limitados), definindo assim um problema de valor inicial e de contorno.

1.2 Nomenclatura e Definições para Problemas Discretos

Seja Ωh uma partição fixa do domı́nio Ω em quadriláteros. Consideramos um
sub-conjunto Ej ⊂ Ωh como sendo um elemento de Ωh, com j ∈ {1, 2, · · · ,M}. Tomando
um elemento arbitrário E em Ωh, definimos Vh(Ωh,R) como sendo:

Vh(Ωh,R) =
{
v(x) ∈ L2(Ωh,R) : v(x)|E ∈ Vh(E,R),∀E ∈ Ωh

}
,

com Vh(E,R) = P 1(E,R). Seja também f̂(a, b) com a, b ∈ R, o qual iremos nos re-
ferir por fluxo numérico. O fluxo numérico é consistente com o fluxo f́ısico, ou seja,
f̂(a, a) = f(a) · ne,E , onde ne,E denota o vetor normal a aresta e do elemento E. Além

disso, f̂(a, b) é monótono e Lipschitz cont́ınuo em ambos os argumentos. Para um dado
instante de tempo t fixo e dada uh(x, t) ∈ Vh(E,R) arbitrária, dados x ∈ Ωh e y ∈ E,
definimos os seguintes valores:

uh(x−) ≡ uh(x−, t) = lim
y→x∈E

uh(y, t) e uh(x+) ≡ uh(x+, t) = lim
y→x/∈E

uh(y, t).

1.3 Formulação Variacional Fraca Global

Tomando uma função arbitrária v(x) ∈ Vh(Ωh,R) multiplicamos (1) por esta função
e integramos com relação a variável espacial no domı́nio Ωh e utilizando o Teorema de
Green para integração de funções de múltiplas variáveis temos que:

M∑
l=1

d

dt

∫
El

u(x, t)v(x) d Ω =
M∑
l=1

∫
El

f(u(x, t)) ·∇v(x) d Ω−
M∑
l=1

∑
e∈∂El

∫
e
f(u(x, t)) ·ne,El

v(x)dτ.

(2)

1.4 Solução Local

A construção da solução local é baseada em [1], onde a ideia básica é a hipótese
de separação de variáveis. Considerando um elemento arbitrário E ⊂ Ωh temos que
Vh(E,R) = P 1(E,R) é o espaço das funções espaciais, gerado pelas funções ϕE

1 (x) = 1,
ϕE

2 (x) = x−xE e ϕE
3 (x) = y−yE , onde o vetor xE = (xE , yE)t contém as coordenadas do

baricentro do elemento E. Fixada a base Vh(E,R) tomamos coeficientes dependentes do
tempo t, denotados por cEi (t), indicando que cada coeficiente esta associado a uma função
de base ϕE

i (x). Assim, a solução local do elemento E é dada por:

uh(x, t)|E =

3∑
i=1

cEi (t)ϕE
i (x), ∀x ∈ E. (3)
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1.5 Formulação Variacional Fraca Local

Para determinarmos uma aproximação uh(x, t) ∈ V (Ωh,R) de u(x, t) ∈ L2(Ωh,R) em
(1) vamos considerar a forma fraca dada em (2) restrita a um elemento arbitrário E e uma
função teste arbitrária v(x) ∈ Vh(Ωh,R), tal que para todo E ∈ Ωh tenhamos:

d

d t

∫
E
uh(x, t)v(x) d Ω =

∫
E
f(uh(x, t))·∇v(x) d Ω−

∑
e∈∂E

∫
e
f(uh(x, t))·ne,Ev(x) d τ. (4)

A equação (4) é chamada de formulação variacional local. Introduzimos a função de fluxo
numérico a qual que tem o papel de aproximar o termo f(uh(x, t)) · ne,E em termo das
quantidades uh(x−) e uh(x+) associadas ao elemento E, ou seja,

f̂(uh(x−), uh(x+)) ≈ f(uh((x), t)) · ne,E ,

onde uh(x−) e uh(x+) vão ser calculados de forma espećıfica levando em consideração
cada aresta e ∈ ∂E. Vamos utilizar o fluxo numérico Local Lax-Friedrichs dado por:

f̂(a, b) =
1

2
(f(a) + f(b)) · ne,E −

αE

2
(b− a) ,

onde αE é uma avaliação da maior velocidade de propagação, dada por:

αE = max
min(a,b)≤s≤max(a,b)

∣∣∣∣∂f∂u (s) · ne,E

∣∣∣∣ ,
com a = uh(x+), b = uh(x−) e s ∈ R, onde derivada de f(s) com relação a variável

u é dada por: ∂f
∂u =

(
∂f(u)
∂u , ∂g(u)

∂u

)
. Fixando um elemento E, vamos denotar uh(x, t)|E

simplesmente por uEh . Substituindo a expressão da solução local uEh , do fluxo numérico
e como esta formulação é válida para qualquer vh(x) ∈ Vh(Ωh,R), onde Vh(E,R) tem
dimensão 3, logo a equação (4) é válida para qualquer elemento da base Vh(E,R). Assim
vamos fixar um elemento ϕE

l (x) para algum l = 1, 2 ou 3. Notando que os termos cEi (t)
não dependem das variáveis espaciais, eles são constantes com relação as integrações nas
variáveis espaciais, assim reescrevemos (4) como:

3∑
i=1

d cEi (t)

d t

∫
E
ϕE
i (x)ϕE

l (x) d Ω =

∫
E
f(uEh ) · ∇ϕE

l (x) d Ω

−
∑
e∈∂E

∫
e
f̂(uEh (x−), uEh (x+))ϕE

l (x) d τ, (5)

com l = 1, 2 e 3. Podemos reescrever (5) em termos de um sistema de equações diferenciais,
para isso tomamos ktotal = 3M , omitindo a dependência do tempo dos coeficientes cEi (t)

definimos o vetor C =
[
C1, C2, · · · , CM

]T
, cuja as componentes de Cj ∈ R3 são dadas por

Cj =
[
c
Ej

1 , c
Ej

2 , c
Ej

3

]T
, com j = 1, 2, · · · ,M . Seja a matriz Bj ∈M(R)3 cujo os elementos

são dados por:

bjpq =

∫
Ej

ϕ
Ej
p (x)ϕ

Ej
q (x) d Ω,
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para p, q = 1, 2 e 3. A matriz Bj ∈M(R)3 é inverśıvel pois suas entradas bjpq são produtos
internos do espaço L2(Ej ,R) e não-nulos quando p = q. Além disso, definimos o vetor

Hj(C) =
[
hj1(C), hj2(C), hj3(C)

]T
, cujas as entradas hjp(C) são dadas por:

hjp(C) =

∫
Ej

f(u
Ej

h ) · ∇ϕEj
p (x) d Ω−

∑
e∈∂Ej

∫
e
f̂(u

Ej

h (x−), u
Ej

h (x+))ϕ
Ej
p (x) d τ.

Como Bj é inverśıvel, então o sub-sistema de equações diferenciais assume a forma:

d Cj

d t
= (Bj)−1Hj (C) .

O sistema global de equações diferenciais é definido da seguinte forma: definimos o vetor

H(C) =
[
H1(C),H2(C), · · · ,HM (C)

]T
e seja B = diag(B1,B2, · · · ,BM ), com

B ∈ M(R)ktotal , uma matriz inverśıvel de dimensão ktotal, pois as componentes Bj são
inverśıveis por construção. Deste modo o sistema de EDO’s global pode ser escrito como:

d C
d t

= (B)−1H (C) . (6)

Vamos resolver o sistema de equações diferenciais (6) com um esquema da classe Strong
Stability Preserving Runge-Kutta (SSPRK) de terceira ordem e três estágios [1].

2 Método DG Estabilizado

O método DG apresenta oscilações espúrias na presença de gradientes abruptos [1, 3],
assim para conter tais oscilações propomos uma estratégia de estabilização baseada na
técnica Reconstrução do Gradiente [2]. Seja ūE a solução média no elemento E obtida a
partir de (3) em um tempo fixo t∗ dada por:

ūE =
1

AE

∫
E
uh(x, t∗)|E d Ω,

onde AE é a área do elemento E. Para estabilizar a solução uh(x, t∗)|E via técnica de
Reconstrução do Gradiente [2,3] os ingredientes principais são: N(E) é o conjunto formado
pelos ı́ndices dos elementos vizinhos por aresta do elemento E, sendo que n(N(E)) denota a
quantidade de elementos no conjunto N(E); xi = (xi, yi) são as coordenadas do baricentro
do i-ésimo vizinho do elemento E, com i ∈ N(E); ūi é a média celular no i-ésimo vizinho
do elemento E, com i ∈ N(E). De posse do valor ūE , então uma forma de reconstruir
uh(x, t∗)|E é utilizar a seguinte função polinomial:

pE(x) = ūE + βEgE · (x − xE), (7)

onde x, xE ∈ E e x − xE =
(
x− xE , y − yE

)t
. Note que em (7) temos elementos que

compõem a geometria de E e dois graus de liberdade que são as componentes do vetor
de inclinações gE =

(
gx, gy

)t
. O redutor de inclinação βE é introduzido com objetivo de
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reduzir oscilações espúrias que surgem no processo de estabilização de uh(x, t∗)|E . Além
disso, a reconstrução pE(x) dada em (7) tem média nula em cada elemento E [2,3]. Para
calcularmos as componentes de gE vamos assumir βE = 1 e tomando x = xi em (7), para
cada i ∈ N(E), obtemos:

ūi − ūE = gE · (xi − xE). (8)

Com a variação dos ı́ndices i ∈ N(E) a equação (8) caracteriza um sistema retangular
com n(N(E)) equações sobre as variáveis gx e gy. Geometricamente o sistema gerado por
(8) pode ser interpretado como a busca pelos valores gx e gy que minimizam a diferença
|pE(xi)− ūi|2, para cada i ∈ N(E). O sistema anterior com sua interpretação geométrica
caracteriza um Problema de Quadrados Mı́nimos. Introduzimos o peso wi, que penaliza a
distância entre o baricentros vizinhos e o baricentro de E, dado por:

wi =
(‖ xi − xm ‖2)−c

N(E)∑
i=1

(‖ xi − xm ‖2)−c

,

onde xm é o vértice de E que tem menor distância ao baricentro xE de E com relação
a norma euclidiana usual, denotada por ‖ · ‖2. O valor c é um inteiro não-negativo que
depende do diâmetro do elemento E, o qual fixaremos como c = 2. Ao introduzirmos
o peso wi obtemos um Problema de Quadrados Mı́nimos Ponderado. Para suprimir a
notação sejam: ∆xi = xi − xE , ∆yi = yi − yE e ∆ūi = ūi − ūE . Logo o Problema de
Quadrados Mı́nimos Ponderado é descrito por:

w1∆x1 w1∆y1

w2∆x2 w2∆y1
...

...
wN(E)∆xN(E) wN(E)∆yN(E)


(
gx
gy

)
=


w1∆ū1

w2∆ū2
...

wN(E)∆ūN(E)

 . (9)

Para aproximar gx e gy resolvemos o sistema (9) via Equações Normais. Para o cálculo
do parâmetro βE consideramos os valores:

ūmin
E = min

i∈N(E)
{ūi, ūE} e ūmax

E = max
i∈N(E)

{ūi, ūE}

Como temos interesse no controle de inclinação analisando todos os elementos vizinhos
escolhemos os pontos zi como sendo os baricentros dos elementos vizinhos de E. Introdu-
zimos os valores βlE para cada vizinho l ∈ N(E) do elemento E, dados por:

βlE =



min
{

1,
ūmax
E −ūE

pE(zl)−ūE

}
, se pE(zl) > ūE ,

min
{

1,
ūmin
E −ūE

pE(zl)−ūE

}
, se pE(zl) < ūE ,

1, se pE(zl) = ūE .

Desta forma calculamos βE como sendo: βE = min
l∈N(E)

{βlE}. Por fim, atualizamos os

coeficientes cEi (t∗) em (3) como: cE1 (t∗) = ūE , cE2 (t∗) = βEgx e cE3 (t∗) = βEgy.
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3 Experimentos Numéricos

Uma descriação das condições CFL para estas simulações pode ser encontrada em [1,3].
Iremos nos referir ao método DG com aproximações em P 1(E,R) como DGP1 e sua esta-
bilização como DGP1R. Neste conjunto de testes, apresentamos soluções numéricas obti-
das para o fluxo de Advecção Linear f(u) =

(
au, bu

)t
, com a = b = 1.0 e de Burgers

não-viscosa f(u) =
(
u2, u2

)t
. Iremos simular um problema de fronteira livre com a

condição inicial do tipo “pulso” que é descrita por:

u0(x, 0) =

{
1.0 se 0.1 ≤ x ≤ 0.6 e 0.1 ≤ y ≤ 0.6,
0 caso contrário,

onde o domı́nio Ωh = [0, 1] × [0, 1], T = 0.3, M = 400 elementos e tomando o número
de Courant como ν = 0.3. Vamos simular em malhas quadrilaterais ortogonais e as apro-
ximações das integrais são feitas com Quadratura Gaussiana com 5 pontos em cada uma
das direções. Em termos de comparação, utilizamos o esquema proposto por Cockburn e
coloaboradores em [1], denotado por DGP1C. De forma geral, vemos que para os experi-
mentos de Advecção Linear e Burgers não-viscosa com o método de estabilização baseado
na técnica de Reconstrução do Gradiente tem bom comportamento, não gerando oscilações
espúrias como visto na Figura 3. Note que DGP1R fornece resultados mais estáveis quando
comparado a DGP1C, controlando todas as oscilações no caso de Burgers não-viscosa e
com menos difusão em ambos os casos, como vemos quando comparamos as Figuras 2 e 3.
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Figura 1: Soluções da Advecção Linear (á esquerda) e Burgers não-viscosa (á direita) com DGP1.

4 Conclusões

A utilização do método DG e de esquemas de evolução temporal da classe SSPRK
combinados com elementos da técnica de Reconstrução do Gradiente fornecem bons re-
sultados, controlando as oscilações espúrias decorrentes da utilização do método DG e
reduzindo a difusão numérica.
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Solucao DG Cockburn
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Figura 2: Soluções da Advecção Linear (á esquerda) e Burgers não-viscosa (á direita) com DGP1C.
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Figura 3: Soluções da Advecção Linear (á esquerda) e Burgers não-viscosa (á direita) com DGP1R.
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