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Resumo. O foco do presente trabalho consiste no estudo e na proposicao de métodos de
Galerkin Descontinuo para a aproximagao numérica de problemas diferenciais de natureza
hiperbdlica, lineares e nao-lineares bidimensionais, com enfoque em esquemas explicitos e
no uso de aproximagoes do tipo Runge-Kutta no tempo. Especificamente, serao exploradas
as boas propriedades de estabilidade local no tempo dos métodos da classe Runge-Kutta
em conjunto com fungoes de fluxo numérico estaveis e o uso da técnica de reconstrucao do
gradiente, com o objetivo de desenvolver métodos de Galerkin Descontinuo de mais alta
ordem capazes de obter boa resolugao de gradientes abruptos e de solugoes descontinuas,
sem oscilagoes espiirias, em problemas hiperbdlicos.
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1 Método de Galerkin Descontinuo

O método de Galerkin Descontinuo (DG, do inglés Discontinuous Galerkin) é uma
classe dos Métodos de Elementos Finitos cuja formulacao variacional permite o emprego
de polinémios descontinuos por partes para compor os espagos de aproximagcao. O método
DG combina diversas caracteristicas interessantes do método de elementos finitos classico
e do método de volumes finitos, compondo uma ferramenta importante para aproximar
solucoes de equagoes diferenciais, como por exemplo, em problemas de escoamentos em
meios porosos, de dinamica de fluidos e eletrodinamica [1].

1.1 Lei de Conservagao Hiperbdlica

Seja D = Q x I € R3, o dominio de definicdo do problema estudado, onde Q C R? e
I =10,T] com T > 0, correspondendo as partes espacial e temporal de D, respectivamente.
Sem perda de generalidade, = = (x,y)! denotard a varidvel espacial e t a varidvel temporal.
Considere u(zx,t) : D — R? a funcdo que designa a varidvel conservada e a funcio de fluxo
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f(u) = (f(u),g(u)) ambas com imagem em R? e as componentes de f(u), f(u) e g(u)
ambas com imagem em R. Uma lei de conservagao associada a essas funcoes é uma equacao
diferencial parcial escrita na forma

wl(, ); + div(f (u(z, £))e = 0. (1)
A equacao (1) deverd ser acrescida de uma condigao inicial e uma condigao de contorno
(em dominios limitados), definindo assim um problema de valor inicial e de contorno.
1.2 Nomenclatura e Definigcoes para Problemas Discretos

Seja 1 uma particao fixa do dominio 2 em quadrilateros. Consideramos um

sub-conjunto E; C ) como sendo um elemento de Qj, com j € {1,2,---, M}. Tomando
um elemento arbitrario E em €, definimos V4, (€, R) como sendo:
Vi(Q, R) = {v(@) € L*(,R) : v(w)|p € Vi(E,R),VE € Q},

com Vj,(E,R) = PI(E,R). Seja também f(a,b) com a,b € R, o qual iremos nos re-
ferir por fluxo numérico. O fluxo numérico é consistente com o fluxo fisico, ou seja,
f(a, a) = f(a) - ne g, onde n. g denota o vetor normal a aresta e do elemento E. Além
disso, ]?(a, b) é monétono e Lipschitz continuo em ambos os argumentos. Para um dado
instante de tempo ¢ fixo e dada up(x,t) € V,(F,R) arbitraria, dados * € Qj e y € E,
definimos os seguintes valores:

up(x”) =up(x,t) = lim up(y,t) e up(x®) =up(x,t) = lim  up(y,t).
y—zek y—x¢E

1.3 Formulacao Variacional Fraca Global

Tomando uma fungdo arbitraria v(x) € V,(Qp, R) multiplicamos (1) por esta fungio
e integramos com relacao a varidvel espacial no dominio € e utilizando o Teorema de
Green para integracao de fungoes de multiplas variaveis temos que:

Mg
;dt/éﬁ(w’t) z)dQ = Z f (,t)) - Vo(z)dQ — ZZ/f (,1)) - ne g o(x)dr.

=1 e€OE;
(2)

1.4 Solucao Local

A construgao da solucdo local é baseada em [1], onde a ideia béasica é a hipdtese
de separacao de varidveis. Considerando um elemento arbitrario £ C 2 temos que
Vi(E,R) = PY(E,R) é o espacgo das funcdes espaciais, gerado pelas fungoes ¢ (z) = 1,
oF(x) =x—2pepf(x) = y—yg, onde o vetor xp = (zg,yr)t contém as coordenadas do
baricentro do elemento E. Fixada a base V},(E,R) tomamos coeficientes dependentes do
tempo t, denotados por cZ-E (t), indicando que cada coeficiente esta associado a uma funcao
de base pF (x). Assim, a solucdo local do elemento E ¢ dada por:

3

un(a,t)l =Y e (el (w), Vo eE. (3)

=1
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1.5 Formulacao Variacional Fraca Local

Para determinarmos uma aproximacao uy(z,t) € V(,, R) de u(zx,t) € L2(Q4, R) em
(1) vamos considerar a forma fraca dada em (2) restrita a um elemento arbitrario F' e uma
funcao teste arbitraria v(x) € V3 (2, R), tal que para todo E € Q, tenhamos:
— | up(z, t)v(z)dQ = / Flun(x,1)-Vo(@)dQ= > [ flup(x,t))nepv(z)dr. (4)
dt E E‘ ’

ecdE V€

A equacao (4) é chamada de formulagdo variacional local. Introduzimos a fungao de fluxo
numérico a qual que tem o papel de aproximar o termo f(up(x,t)) - ne g em termo das
quantidades up(x~) e up(x™) associadas ao elemento F, ou seja,

Flun(z™), un(zh)) ~ Flup((@),1)) - ne, 15,

onde up(z~) e up(x™) vao ser calculados de forma especifica levando em consideragao
cada aresta e € 0F. Vamos utilizar o fluxo numérico Local Lax-Friedrichs dado por:

~ 1 «
fla,b) =5 (F(a) + £ 1) - nep — = (b—a),
onde ag é uma avaliagao da maior velocidade de propagacao, dada por:
ap = max 8—f(s) n
E= min(a,b)<s<maz(a,b) ou &E|

com a = up(xzt), b = up(x”) e s € R, onde derivada de f(s) com relagdo a varidvel

u é dada por: g—i = < 5 ,a—f). Fixando um elemento E, vamos denotar uy(x,t)|p

simplesmente por uf . Substituindo a expressao da solugao local uf , do fluxo numérico

e como esta formulagao é vélida para qualquer vp(x) € Vi(Qn,R), onde Vj,(E,R) tem
dimensao 3, logo a equagao (4) é valida para qualquer elemento da base V,(E,R). Assim
vamos fixar um elemento ¢F(x) para algum [ = 1,2 ou 3. Notando que os termos cZ(t)
nao dependem das varidveis espaciais, eles sao constantes com relagao as integragoes nas
varidveis espaciais, assim reescrevemos (4) como:

cE
dét(t)/E@F(“’)S"F(”’)dQ = /Ef(UE)'VsolE(m)dQ

=1

- Y | fwi@),uf @)l @) dr, (5)

ecOE V¢

com [ = 1,2 e 3. Podemos reescrever (5) em termos de um sistema de equagoes diferenciais,
para isso tomamos kiyqp = 3M, omitindo a dependéncia do tempo dos coeficientes cZ-E (t)
definimos o vetor C = [CI,CQ7 e ,CM]T, cuja as componentes de C/ € R3 sao dadas por
Cl = [cfj,cfj,cgEj}T, com j =1,2,--- M. Seja a matriz B/ € M(R)3 cujo os elementos
sao dados por:

b, = / o ()l () A,

E;
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para p,q = 1,2 e 3. A matriz B/ € M(R)3 é inversivel pois suas entradas b{;q sao produtos
internos do espaco L?(Ej,R) e ndo-nulos quando p = ¢q. Além disso, definimos o vetor

, : . CoqT .
HI(C) = [h{ (C), h(C), h%(C)} , cujas as entradas hi)(C) sao dadas por:

m©) = [ ) vl @an— 3 [ Fwd @) @)l @

GEBEJ‘ €

Como B’ ¢ inversivel, entao o sub-sistema de equacoes diferenciais assume a forma:

ddij = (B (C).

O sistema global de equagoes diferenciais é definido da seguinte forma: definimos o vetor
H(C) = [HYC),H*(C),--- ,%M(C)]T e seja B = diag(B',B?,--- ,BM), com
B € M(R) uma matriz inversivel de dimensio ko, pois as componentes B7 sdo

ktotul ?
inversiveis por construcao. Deste modo o sistema de EDQ’s global pode ser escrito como:
dC 1
=) ). (6)

Vamos resolver o sistema de equagoes diferenciais (6) com um esquema da classe Strong
Stability Preserving Runge-Kutta (SSPRK) de terceira ordem e trés estégios [1].

2 Meétodo DG Estabilizado

O método DG apresenta oscilagoes espurias na presenga de gradientes abruptos [1, 3],
assim para conter tais oscilagdoes propomos uma estratégia de estabilizacao baseada na
técnica Reconstrugao do Gradiente [2]. Seja ug a solu¢do média no elemento E obtida a
partir de (3) em um tempo fixo t* dada por:

i = — / un(x, )| A,
Ag JE

onde Ag é a area do elemento E. Para estabilizar a solucao up(x,t*)| via técnica de
Reconstrucao do Gradiente [2,3] os ingredientes principais sao: N (F) é o conjunto formado
pelos indices dos elementos vizinhos por aresta do elemento E, sendo que n(N (E)) denota a
quantidade de elementos no conjunto N (E); x; = (z;,y;) s@o as coordenadas do baricentro
do i-ésimo vizinho do elemento E, com i € N(FE); u; é a média celular no i-ésimo vizinho
do elemento E, com i € N(E). De posse do valor ug, entdao uma forma de reconstruir
up(x,t*)|p € utilizar a seguinte fungéo polinomial:

pe(x) = up + BEgEp - (* — xE), (7)

onde x,xp € Fex —xp = (:1: — TR,y — yE)t. Note que em (7) temos elementos que
compoem a geometria de E e dois graus de liberdade que sdao as componentes do vetor
de inclinacoes g = (gln7 gy)t. O redutor de inclinacao Sg € introduzido com objetivo de
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reduzir oscilagOes esptrias que surgem no processo de estabilizagdo de up(x,t*)|,. Além
disso, a reconstrucao pp(x) dada em (7) tem média nula em cada elemento F [2,3]. Para
calcularmos as componentes de gy vamos assumir g = 1 e tomando x = x; em (7), para
cada i € N(E), obtemos:

ai—ﬂE:gE~(wi—mE). (8)
Com a variacao dos indices i € N(E) a equagao (8) caracteriza um sistema retangular
com n(N(FE)) equagdes sobre as varidveis g, e g,. Geometricamente o sistema gerado por
(8) pode ser interpretado como a busca pelos valores g, e g, que minimizam a diferenca
lpp(x;) — 4;]?, para cada i € N(E). O sistema anterior com sua interpretagao geométrica
caracteriza um Problema de Quadrados Minimos. Introduzimos o peso w;, que penaliza a
distancia entre o baricentros vizinhos e o baricentro de E, dado por:

o (L m—zn )™
N(E)

Dol wi— @ )7

=1

onde x,, é o vértice de F que tem menor distancia ao baricentro xp de E com relagao
a norma euclidiana usual, denotada por || - ||2. O valor ¢ é um inteiro nao-negativo que
depende do didmetro do elemento E, o qual fixaremos como ¢ = 2. Ao introduzirmos
0 peso w; obtemos um Problema de Quadrados Minimos Ponderado. Para suprimir a
notacao sejam: Ax; = x; — xg, Ay; = v; — yg e AU; = u; — ug . Logo o Problema de
Quadrados Minimos Ponderado é descrito por:

w1 Az w1Ay1 w1 AUy
wo Axo wo Ay <g$> B wo Als (9)
: : 9) : '
wN(E)ATNE) WNE)AYN(E) wN(E)AUN(E)

Para aproximar g, e g, resolvemos o sistema (9) via Equagoes Normais. Para o célculo
do parametro Sg consideramos os valores:
—min : = = —mar = =
up™ = min {u;,up} e uxg®™ = max {u;,up}
ieN(E) iEN(E)
Como temos interesse no controle de inclinacao analisando todos os elementos vizinhos
escolhemos os pontos z; como sendo os baricentros dos elementos vizinhos de E. Introdu-

zimos os valores Bfg para cada vizinho [ € N(F) do elemento F, dados por:

min{l u} , sepgp(z)) >ug,

" pe(z1)—tE
U . amin—g _
Br = mln{l,%}, se pp(z)) < ug,
1, se pp(z)) = ug.
Desta forma calculamos g como sendo: [ = l%i(% ){Bg}. Por fim, atualizamos os
€

coeficientes c¢f(t*) em (3) como: ¢ (t*) = ug, ¥ (t*) = Brgs e & (t*) = Brgy.
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3 Experimentos Numéricos

Uma descriagao das condigoes CFL para estas simulagoes pode ser encontrada em [1,3].
Iremos nos referir ao método DG com aproximagoes em P'(E,R) como DGP1 e sua esta-
bilizacao como DGP1R. Neste conjunto de testes, apresentamos solugoes numéricas obti-
das para o fluxo de Advecgao Linear f(u) = (au, bu)t, com a = b = 1.0 e de Burgers

- t : N
nao-viscosa f(u) = (uz,u2) . Iremos simular um problema de fronteira livre com a
condicao inicial do tipo “pulso” que é descrita por:

(,0) = 1.0 se0.1<2x<06e0.1 <y<0.6,
YY) =10 caso contrario,

onde o dominio Q = [0,1] x [0,1], T" = 0.3, M = 400 elementos e tomando o nimero
de Courant como v = 0.3. Vamos simular em malhas quadrilaterais ortogonais e as apro-
ximagoes das integrais sao feitas com Quadratura Gaussiana com 5 pontos em cada uma
das dire¢bes. Em termos de comparagao, utilizamos o esquema proposto por Cockburn e
coloaboradores em [1], denotado por DGP1C. De forma geral, vemos que para os experi-
mentos de Advecgao Linear e Burgers nao-viscosa com o método de estabilizagao baseado
na técnica de Reconstrugao do Gradiente tem bom comportamento, nao gerando oscilagoes
espurias como visto na Figura 3. Note que DGP1R fornece resultados mais estaveis quando
comparado a DGP1C, controlando todas as oscilagbes no caso de Burgers nao-viscosa e
com menos difusao em ambos os casos, como vemos quando comparamos as Figuras 2 e 3.

Solucao DG Solucao DG
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Figura 1: Solugoes da Advecgao Linear (4 esquerda) e Burgers ndo-viscosa (4 direita) com DGP1.

4 Conclusoes

A utilizagdo do método DG e de esquemas de evolugao temporal da classe SSPRK
combinados com elementos da técnica de Reconstrucao do Gradiente fornecem bons re-
sultados, controlando as oscilagbes espurias decorrentes da utilizacdo do método DG e
reduzindo a difusao numérica.
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Figura 2: Solucoes da Advecgao Linear (4 esquerda) e Burgers nao-viscosa (4 direita) com DGP1C.

Solucao DGP1R Solucao DGP1R
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Figura 3: Solugoes da Advecgao Linear (4 esquerda) e Burgers nao-viscosa (4 direita) com DGP1R.
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