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Resumo. Investiga-se numericamente a existéncia de regides de estabilidade efetiva no
sistema Terra-Lua modelado pelo Problema Restrito de Trés Corpos. Nessas regioes, tra-
jetérias permanecem confinadas por longos tempos caracteristicos, possibilitando diversas
aplicagoes praticas no contexto de missoes espaciais modernas. Em particular, devido as suas
caracteristicas dinamicas, as trajetorias nas regides de estabilidade detectadas em torno do
ponto de equilibrio triangular Ls podem fornecer boas localizacoes para operagoes de longo
termo visando a exploracao de asteroides.
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1 Introducao

A investigacdo e a obtencdo de estruturas invariantes em um modelo matemético é
fundamental para compreender e controlar a evolugdo das suas solugoes. No Problema
Restrito de Trés Corpos (PRTC), por exemplo, as variedades invariantes sdo a espinha
dorsal que permite diversas aplicacoes em Astrodindmica e Astrondutica, tais como o
projeto de trajetorias para missoes espaciais modernas como as missoes Genesis, Hiten,
Artemis, entre outras, além de proporcionar um modelo dindmico preliminar para o mo-
vimento dos asteroides Troianos no sistema Sol-Jupiter [7,9,12,15].

Em particular, o RTBP tem se mostrado uma alternativa promissora para o estabele-
cimento de perfis de missao de baixa energia a asteroides visando a exploracao cientifica
e dos recursos minerais desses corpos celestes [1,3,5,17].

A missao Dawn da NASA, agéncia espacial americana, e a missao Hayabusa da JAXA,
agéncia espacial japonesa, demonstram o crescente interesse em missoes a asteroides nos
dltimos anos, incluindo missoes de coleta e retorno de amostras, desenvolvimento de tec-
nologias de mitigacao e deflex@o, e a possibilidade de capturar e transportar asteroides até
regioes de mais ficil acesso nas proximidades da Terra [2,8,11].

No caso de captura de asteroides, as estruturas invariantes relacionadas ao comporta-
mento de captura-escape e a determina¢ao de dominios de estabilidade efetiva no PRTC
podem fornecer solugoes adequadas para a fase preliminar de projeto de missao.

Os dominios de estabilidade efetiva sao regioes no espago de fase onde as trajetérias
permanecem confinadas por longos periodos de tempo devido a presenca de variedades in-
variantes hiperbdlicas de codimensao-1 que atuam como barreiras efetivas entre trajetorias
de captura e escape [13,14].
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Neste trabalho, investigam-se as regioes de estabilidade efetiva em torno dos pontos
de equilibrio Lagrangeanos L, e Ly do sistema Terra-Lua visando sua aplicabilidade ao
problema da captura e confinamento de asteroides no espago cislunar.

2 Modelo Matematico

O PRTC descreve o movimento de um corpo de massa desprezivel sob acao da atragao
gravitacional de dois corpos massivos P; e P» de massas mi e ms, chamados de primarios,
que descrevem O6rbitas circulares em torno do centro de massa do sistema P;-P,. Em
um referencial com origem no centro de massa que gira com a mesma velocidade angular
normalizada w = 1 dos primérios e unidades de distancia normalizadas pela distancia
entre os primarios, as equagoes de movimento do corpo de massa desprezivel sao dadas
pela Equagao (1):

T =2y =y,
§+ 2% = Qy, (1)
2=0Q,,

onde 2 é o potencial efetivo dado pela Equagao (2):

[u—

1—- 1—-
Qe,y,2) = 5o +17) + L Loy LU, @)

[\

er?=(x—p?+y*+22e r% = (x+1—p)? +y? + 22 sdo, respectivamente, os quadrados

das distancias do terceiro corpo a P; e P, localizados em (1,0,0) e ( — 1,0,0), com
o parametro de massa dado por pu = ma/(m1 + msg). No caso do sistema Terra-Lua,
pear = 1.2153614091891635 x 1072,

O sistema de equagoes dado pela Equacao (1) tem uma integral primeira chamada de
integral de Jacobi, dada pela Equacao (3):

J(z,y, 2, 0,7, 2) = 2Q(z,y, 2) — (&% + 9% + 22) = C, (3)

com C chamada de constante de Jacobi. Devido a existéncia desta integral primeira, o
movimento no espago de seis dimensoes é efetivamente restrito a cinco dimensoes.

As equagoes do PRTC tém cinco pontos de equilibrio, também chamados de pontos de
libracao. Trés deles, L1, Lo, and Ls, localizam-se ao longo do eixo x-axis de acordo com
a seguinte convencao: L entre os primarios, Ls & esquerda de P», e L3 a direita de P;.
Os outros dois pontos de equilibrio localizam-se no plano z = 0 nos vértices de triangulos
equildteros formados com os primérios com coordenadas (u — 1/2,—+/3/2,0) para Ly e
(n—1/2,4/3/2,0) para Ls. Os valores da constante Jacobi nas solugdes de equilibrio sdo
denotados por Cy, k = 1,2,3,4,5. Para um dado u, os valores de energia associados a C},
definem as cinco configuragoes possiveis de regides de Hill, que correspondem a diferentes
possibilidades de transporte no espaco de fase.

De acordo com a andlise da estabilidade linear, os pontos de equilibrio colineares sao
do tipo centro-centro-sela, portanto, tém variedades centrais normalmente hiperbdlicas de
quatro dimensoes. Para cada nivel de energia com C < Cy, Ck, k = 1,2,3, cada variedade
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central contém érbitas periédicas, chamadas de érbitas de Lyapunov verticais e planares,
que tém comportamento normal com uma componente eliptica, de forma que existem toros
hiperbdlicos bidimensionais em seu entorno. J& os pontos de equilibrio triangulares sao
linearmente estéveis para u € (0, 11), onde p1 = (9 — v/69)/18 é o valor critico de Routh,
exceto em po = (45 — 1/1833)/90, uz = (15 — v/213)/30 e em um conjunto de condicdes
iniciais de medida de Lebesgue pequena para cada p [10].

Efeitos difusivos lentos séo esperados uma vez que os toros invariantes tridimensionais
nao tém dimesionalidade suficiente para confinar solugdes em cinco dimensées [16]. No
entanto, existem regices de estabilidade efetiva em torno de L4 e Ls, de forma que as
existem trajetorias que permanencem confinadas nesses dominios durante longos intervalos
de tempo [4].

3 Resultados

Uma investigacao numérica permite a deteccao de regioes de estabilidade pratica nas
quais as trajetérias permanecem confinadas durante longos intervalos de tempo. Essas
regides podem ter tamanhos significativos dependendo do valor do parametro de massa
[13]. Além disso, diferentes familias de objetos invariantes sao rersponsaveis pela definigdo
de suas fronteiras [14].

Para a investigacao numérica do presente trabalho no caso especifico de pgas, consideram-
se condigoes iniciais em torno de Ls com velocidade sinddica inicial nula dadas pela
Equacao (4):

= p+ (1+p)cos(2ra),

y = (1+ p)sin(2ma), (4)

onde 2w e p correspondem, respectivamente, a varidvel angular e a espessura em torno do
ponto de equilibrio, com « € (0,0.5), zp = 0 e os valores de p € R dados pela espessura de
um paraboléide em torno de Lj (veja [14] para maiores detalhes). Em termos das varidveis
(p,, 2zp), 0o ponto Ly esté localizado em (0,1/3,0).

E suficiente explorar a dindmica em torno de um dos pontos (no caso, Ls) uma vez
que o PRTC apresenta simetria de reversibilidade temporal dada pela Equagao (5):

S : ($;y727¢79727t) « <$, -Yz _iay.7_27 _t) (5)

Assim, os resultados para o outro ponto (no caso, L4) sdo obtidos por simetria.

Para valores de zy > 0 fixos, considerando uma grade de condigoes iniciais dadas
pela Equacdo (4) com Aa = 0.5 x 1073 e Ap = 107, integram-se as trajetérias até 10
revolugoes dos primérios ou até que a trajetéria satisfaca o seguinte critério de escape:
|z(t)] > 2, ou y(t) > 2, ou y(t) < —0.6, onde ¢ denota o tempo de integragdo em uni-
dades adimensionais. Essas condicoes de escape relativamente frouxas foram adotadas
para permitir que orbitas que excursionam por extensas regioes em torno de L5 mas re-
tornam recorrentemente para as proximades do equilibrio sejam incluidas na regices de
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estabilidade efetiva. Vale a pena ressaltar que, dependendo da aplicagdo pratica reque-
rida, como por exemplo, obter trajetérias que satisfacam um perfil de missao especifico,
estas condigoes podem ser reformuladas. Neste experimento numérico, a integracao das
equagoes foi realizada através de um método de Taylor de ordem alta e passo varidvel [6].

Utilizando o parametro de massa pgys correspondente ao sistema Terra-Lua, obtem-se
um extenso dominio de estabilidade pratica em torno de Ls com trajetorias que perma-
necem confinadas em movimento quasi-periédico em torno do equilibrio por mais de 10*
revolucdes dos primarios, isto é, por 10 meses siderais ou mais de 833 anos, conforme
ilustrado na Figura (1).
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Figura 1: Regides de estabilidade efetiva no sistema Terra-Lua.

Os casos (a), (b) e (c) ilustram o comportamento dinamico das trajetérias geradas
pelas condigoes iniciais para trés valores distintos de zg, respectivamente, 0.0, 0.5, e 0.75.
A barra lateral indica o tempo de permanéncia em meses siderais, até o maximo de 1000
revolugoes dos primédrios. Isto é, as cores marcam o instante de tempo no qual o escape é
detectado para cada condicao inicial, saturando em amarelo as condicoes iniciais para as
quais as trajetérias permanecem confinadas por mais de 10* meses siderais.

Os valores de energia nos quais as solugoes confinadas existem correspondem a valores
de constante de Jacobi C' < 3.01, decrescendo a medida que zp aumenta.

Uma vez que a exploracao in-situ de asteroides nao requer tempos demasiadamente
longos, também sao determinadas trajetérias que permanencem confinadas por até 100
revolugoes dos primarios, que correspondem a aproximandamente 8.3 anos. Os resultados
sa@o mostrados nos casos (d), (e) e (f) da Figura (1), onde as condigOes iniciais para as
quais as trajetérias permanecem confinadas por mais de 100 meses siderais estao saturadas
em amarelo. Nestes casos, percebe-se um aumento da area potencialmente aplicavel para
escolha de trajetorias de estacionamento para operacoes temporarias.

A Figura (2) mostra uma trajetéria com condigoes iniciais zp = 0.0, a = 0.3375 e
p=0.3x10"2 e com C = 3.00001919 que permanece confinada em torno do ponto Ls por
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mais de 10* revolucdes dos primdrios. O gréfico da esquerda mostra a trajetéria no plano
x-y para o tempo de integracao correspondente as primeiras 5000 iteracoes do mapa de
Poincaré definido na se¢ao © = pg, — 1/2, @ > 0. As iteradas do mapa sao mostradas
na figura como pontos pretos. Ja o grafico da direita mostra a mesma trajetéria no plano
y-y. O ponto de equilibrio é mostrado em azul. Essa trajetéria recobre proximamente um
toro invariante bidimensional durante o tempo em que permanece confinada.
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Figura 2: Trajetéria quasi-confinada com zy = 0.0, & = 0.3375, p = 0.3 x 10~2 no plano z-y
(esquerda) e no plano y-y (direita).

Por outro lado, a Figura (3) ilustra duas trajetérias que permanecem em torno do
ponto L5 com condigdes iniciais com zp = 0.5 (esquerda) e zp = 0.75 (direita) na segao de
Poincaré definida por z = 0, 2 > 0. A dindmica corresponde a movimentos com grande
amplitude vertical em torno do ponto de equilibrio. No caso de zp = 0.5 a condicao inicial
tem o = 0.335 e p = —0.07609749. A constante de Jacobi é C' = 2.75757350 e o escape é
detectado apés 3.4037 x 102 revolucdes dos primarios, o que corresponde a 2 x 10% iteracoes
do mapa de Poincaré. A amplitude vertical do movimento é cerca de 211,420.0 km, e as
distancias minima e maxima a L5 sao, respectivamente, 11,532.0 km e 284,456.0 km.

Ja no caso mostrado a direita, a trajetéria com zg = 0.75 é dada por a = 0.3335, p =
—0.11935105, com C' = 2.50510607. O movimento com amplitude vertical de 289,068.8 km
permanece em torno de Ls por mais de 10° revolucdes dos primérios. Foram plotadas
as primeiras 10° iteracoes do mapa de Poincaré iterates, exibindo apenas um a cada
conco pontos. As distancias minima e maxima a Ly s@o, respectivamente, 12,300.8 km e
341,846.92 km.

Nos exemplos mostrados na Figura (3), as trajetérias recobrem proximamente toros
invariante trimensionais durante o tempo em que permanecem confinadas.

Devido a proximidade com a Terra, as propriedades de estabilidade e ao fato de serem
livres de colisdao, essas Orbitas em torno do ponto Ls podem fornecer boas localizacoes
para operacoes de longo termo visando a exploragao de asteroides.
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Figura 3: Trajetérias quasi-confinadas com zyp = 0.5, a = 0.3335, p = —0.07609749 (esquerda), e
20 = 0.75, a = 0.3335, p = —0.11935105 (direita).

4 Conclusoes

Detectamos numericamente regioes de estabilidade efetiva em torno do ponto de equilibrio
Lagrangeanos Ls do sistema Terra-Lua, ilustrando o comportamento tipico das trajetorias
confinadas. Resultados andlogos sao validos para o ponto L4 devido a simetria de rever-
sibilidade temporal. Devido as suas caracteristicas dinamicas, estas trajetorias podem
propiciar boas érbitas de estacionamento para asteroides capturados no espaco cislunar
visando a exploracao dos seus recursos minerais.
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