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Resumo. Este trabalho apresenta uma análise da arga viral em paientes infetados pelo

vírus HBV, que é vírus responsável pela transmissão da hepatite B. São apresentados modelos

matemátios de ordem inteira e de ordem fraionária que desrevem a dinâmia viral. A

solução analítia do modelo fraionário é enontrada e omparada om a respetiva solução

do modelo de ordem inteira. As simulações numérias ilustram os resultados teórios obtidos.
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1 Introdução

A hepatite B pertene ao grupo das hepatites virais, que são infeções ausadas por

vírus, onde a nerose e a in�amação são direta e indiretamente responsáveis pelos sintomas

da doença. Fazem parte desse grupo: Hepatite A, Hepatite B, Hepatite C e Hepatite

D [8, 9, 12℄.

Segundo a Organização Mundial da Saúde, aproximadamente 400 milhões de pessoas

em todo o mundo estão infetadas om o vírus HBV, que é o vírus responsável pela trans-

missão da hepatite B. Esse número é duas vezes maior que o número de infetados pela

hepatite C e dez vezes superior aos infetados pelo HIV/AIDS [10℄. No Brasil os maiores

índies da doença estão situados na região Norte, onde a Amaz�nia é onsiderada uma

região de alta prevalênia [1℄.

A transmissão pode oorrer por meio de relações sexuais e transmissão sanguínea.

Entre os prinipais sintomas estão febre, fadiga, perda de apetite, náuseas, v�mitos, dor

abdominal, urina esura, dor nas artiulações, entre outros [7℄.

Em virtude desses fatos, tem-se estudado novas formas de prevenção e ontrole da

doença. Do ponto de vista matemátio a dinâmia da hepatite B pode ser analisada por

meio de modelos matemátios. Usualmente, esta modelagem é feita por meio de equações
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difereniais, ontudo a utilização de oneitos e ténias do álulo de ordem não inteira

tem possibilitado importantes resultados e generalizações em várias áreas do onheimento,

omo biomatemátia, químia, biologia, entre outros [2, 5℄. Nesse trabalho utilizamos a

modelagem fraionária om a derivada de Caputo [2℄.

O objetivo deste trabalho é fazer uma análise om relação a arga viral após o iníio

de tratamento ontra a doença. O trabalho está organizado omo segue: na seção 1 a

introdução ao trabalho; na seção 2 a modelagem matemátia da hepatite B; na seção 3 as

simulações numérias e na seção 4 as prinipais onlusões.

2 Modelo matemátio para Hepatite B

Nessa seção apresentamos dois modelos para a hepatite B, o primeiro é dado por meio

de equações difereniais ordinárias e o segundo é formulado por meio de derivadas de

Caputo

4

.

Para a formulação desses modelos são onsiderados três estados varíaveis no tempo

t : T (t), I(t) e V (t), que são as élulas não infetadas, élulas infetadas e vírus livres,

respetivamente. Além disso são onsiderados os parâmetros: d̄ é a taxa de morte de

élulas, δ̄′ a taxa de morte de élulas infetadas, ρ̄ a taxa de ura, c̄ a taxa de liberação de

vírus livres, δ̄ = δ̄′ + ρ̄, a taxa de desapareimento total de élulas infetadas, p̄ é a taxa

de produção de vírus por élula infetada, β̄ a taxa de infeção de novas élulas infetadas

e s̄ a taxa de produção de novas élulas alvo. A Figura (1) mostra a dinâmia da doença.

Figura 1: Dinâmia para Hepatite B.

2.1 Modelo de ordem inteira

Com base na Figura (1), [9℄ propõe um modelo para hepatite B, levando em onsi-

deração parâmetros que indiam a presença de terapia ontra a doença. Tal modelo é

4

A teoria do álulo fraionário será aqui omitida, mas pode ser vista em [2,5℄.
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formulado por meio de equações difereniais ordinárias, omo segue:











T ′(t) = s̄− d̄T − (1− η̄)β̄V T + ρ̄I

I ′(t) = (1− η̄)β̄V T − δ̄′I − ρ̄I

V ′(t) = (1− ǭ)p̄I − c̄V.

(1)

Sob a ação de alguma droga o sistema de defesa do organismo do paiente impede a

formação de novos vírus. Isso signi�a que sob terapia a taxa de produção de novos vírus

p̄ é deresente. A e�áia da droga é de�nida omo ǭ, tal que a taxa de produção de vírus

sob terapia é (1− ǭ)p̄. Quando a droga é 100% e�iente, ou seja, ǭ = 1, oorre a suspensão

da produção viral.

Para modelar o tratamento da infeção, é inorporado o parâmetro η̄, que onsidera a

e�áia da droga em bloquear novas infeções. Dessa forma, a taxa de infeção na presença

da droga é dada por (1− η̄)β̄.
A �m de resolver o sistema (1), onsideramos que o tratamento bloqueia novas infeções,

ou seja, η̄ = 1. Além disso, a e�áia em bloquear a produção viral é ǭ = 1. Com isso, a

equação que envolve a arga viral pode ser resolvida isoladamente. Com isso, onsidere o

sitema

{

V ′(t) = −c̄V

V (0) = V0.
(2)

Usando o método de separação de variáveis para equações difereniais ordinárias temos

que a solução do sistema (2) é

V (t) = V0e
−c̄t. (3)

Na equação (3) o parâmetro c̄ é uma onstante positiva e V0 é a arga viral iniial. Tal

solução apresenta um deaimento exponenial no número de arga viral ao longo do tempo

t. Esse omportamento era esperado pelo fato de que o modelo apresenta terapia ontra

a doença, assim a partir do momento que a droga é administrada é esperado que a arga

viral diminua no organismo do paiente.

2.2 Modelo matemátio fraionário

Para onsiderar a versão fraionária do sistema (1), é importante analizar as dimensões

para que o novo sistema não apresente inonsistênias [3, 6℄.

No sistema de ordem inteira o termo

d

dt
tem unidade dia−1

, enquanto que

dα

dtα
tem

unidade dia−α
, então onsiderando 0 < α ≤ 1 e τ omo um parâmetro que possui dimensão

igual a dia, a unidade de

[

1

τ1−α

dα

dtα

]

é dia−1
[11℄. Como isso, a versão fraionária do

sistema (1) pode ser introduzida omo segue:



























1

τ1−α
DαT (t) = s̄− d̄T − (1− η̄)β̄V T + ρ̄I

1

τ1−α
DαI(t) = (1− η̄)β̄V T − δ̄′I − ρ̄I

1

τ1−α
DαV (t) = (1− ǭ)p̄I − c̄V.

(4)
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Se a = τ1−α ā, para a onstante, reesrevemos o sistema omo











DαT (t) = s− dT − (1− η)βV T + ρI

DαI(t) = (1− η)βV T − δ′I − ρI

DαV (t) = (1− ǫ)pI − cV.

(5)

em que Dα
representa a derivada de Caputo de ordem α. Note que a unidade de ada

parâmetro no sistema (5) é tempo−α
e ada um desses parâmetros depende de τ [6℄. A

análise de estabilidade desse modelo pode ser vista em [4℄.

Observação 2.1. Na maioria dos modelos matemátios, enontramos soluções que de-

vem permaneer positivas ao longo do tempo de evolução do sistema. Isso é omum em

estudos em dinâmia de populações onde as variáveis, normalmente, fazem referênias a

densidade populaional. A partir disso, a solução de um sistema de ordem fraionária deve

permaneer positiva para todo t > 0.

Usando o mesmo raioínio desrito para o modelo de ordem inteira, podemos resolver

isoladamente a equação que envolve a arga viral. Considere o PVI de ordem fraionária

{

DαV (t) = −cV

V (0) = V0.
(6)

Apliando a transformada de Laplae [2℄, temos que

L[DαV (t)] = L[−cV (t)] (7)

sαL[V (t)]− sα−1V0 = −cL[V (t)] (8)

LV (t) =
sα−1V0

sα + c
. (9)

Daí

V (t) = V0Eα(−ctα). (10)

Na equação (10), c é uma onstante positiva e V0 é arga viral no tempo t = 0.

3 Simulação numéria

Nessa seção as simulações numérias são apresentadas. Os parâmetros biológios es-

tão desritos em [3℄. Para realizar as simulações foram utilizados os métodos numérios,

NSFD e Runge Kutta, para os modelos de ordem fraionária e de ordem inteira, respe-

tivamente [3℄. Foram utilizados dados reais referentes a arga viral de dois paientes. Os

dados foram retirados de [9℄ e são provenientes de um estudo realizado em dois hospitais de

Hong Kong, om 15 paientes portadores r�nios do vírus HBV. Na semana 0 foi analisada

a onentração viral de ada um, então ada indíviduo reebeu dosagens iguais de Lami-

vudine (150mg/d). Durante 100 dias os pesquisadores aompanharam e mediram a arga

viral de ada paiente. Foi onstatado que a ação da droga apresentou um retardo iniial

entre 12 e 24 horas. Nesse trabalho apresentaremos os dados referentes a dois paientes,
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Figura 2: Dinâmia da arga viral, V (t), para 0 < α < 1 e a solução inteira (SI).

denotados por P1 e P2. No iníio do tratamento as argas virais foram V1(0) = 1.1 × 104

ópias/ml e V2(0) = 1.2 × 103 ópias/ml.

A Figura (2) apresenta a solução numéria para os sistemas de ordem inteira e fra-

ionária para diferentes valores de α. Para o modelo de ordem fraionária, ada urva

representa uma solução para tal sistema. Nota-se que todas essas urvas onvergem para

um estado de equilíbrio, ou seja, para valores 0 < α < 1 não há instabilidade na solução.

Para o paiente P1, podemos observar que a partir da segunda semana de tratamento

oorre um deaímento exponenial na arga viral. Esse fato orrespondente a resposta

iniial ao tratamento, uma vez que é alta a onentração de vírus na irulação sanguínea,

assim as élulas de defesa agem rapidamente para ombater tais vírus. Com o passar das

semanas, nota-se que a arga viral diminui de forma mais lenta até tornar-se estável.

Ambos os modelos, de ordem inteira e de ordem fraionária, desrevem a dinâmia

viral ao longo do tempo, porém a urva que se ajusta melhor aos dados do paiente P1 é

a urva orrespondente ao modelo de ordem não inteira quando α = 0.6

Para o paiente P2, podemos observar que na segunda semana de tratamento a arga

viral é maior do que na semana 0. Isso se dá pela resitênia do vírus ontra a mediação.

Nesses asos é indiado o tratamento om mais de uma droga, Lamivudine e Interferon,

por exemplo [7℄. Podemos notar também que a arga viral demora um tempo maior para

se estabilizar. Nesse aso, a urva que melhor se ajusta aos dados reais é uma urva de

ordem não inteira, ou seja, α = 0.7

A Figura (3) apresenta a solução inteira, dado pela equação (3) e a solução analítia

fraionária, equação (10), para valores de 0.7 < α < 2. Nota-se que todas as soluções,

inteira e fraionárias, apresentam deaímento exponenial, porém quanto maior a ordem

da derivada, mais rápido será esse deaímento.

Para o modelo de ordem inteira não há instabilidade na solução. Por outro lado, para

o modelo de ordem fraionária, quando α ≤ 1.1 a solução permae estável, porém quando

α = 1.3 a solução torna-se instável por volta do dia 100. Para valores de α maiores que

1.5 o sistema apresenta instabilidade desde o iníio. Isso implia que o omportamento das

soluções para um sistema de ordem não inteira está diretamente relaionado om a ordem
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da derivada adotada, ou seja, o modelo de ordem fraionária permane estável somente

para determinados valores de α. Assim um sistema ordem inteira que era estável pode se

tornar instável quando fraionalizado e vie-versa.
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Figura 3: Solução analítia inteira (SI) × solução analítia fraionária.

4 Conlusões

Para o modelo de hepatite B proposto, observamos pelas simulações numérias, que

a solução analítia para o modelo de ordem fraionária ondiz om a solução do modelo

de ordem inteira, porém, notamos que o expoente fraionário se ajusta melhor aos dados

reais e esse expoente deve ser um valor entre 0 e 1, pois para valores de α maiores que 1

o sistema apresenta instabilidade, o que ontradiz a solução do sistema de ordem inteira

que permanee estável para todo tempo.

Continuações naturais deste trabalho são as mais diversas possíveis. Em partiular,

espera-se busar métodos para enontrar a solução do modelo de ordem não inteira, quando

η < 1 e ǫ < 1. Além disso, pretende-se omparar a solução om dados de outros paientes,

visando enontrar o valor de α que desreve melhor os dados.
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