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Resumo. Este trabalho apresenta uma andlise da carga viral em pacientes infectados pelo
virus HBV, que é virus responsavel pela transmissao da hepatite B. Sdo apresentados modelos
matematicos de ordem inteira e de ordem fracionaria que descrevem a dindmica viral. A
solucao analitica do modelo fracionério é encontrada e comparada com a respectiva solucao
do modelo de ordem inteira. As simulagoes numéricas ilustram os resultados teoricos obtidos.
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1 Introducao

A hepatite B pertence ao grupo das hepatites virais, que sdo infec¢ées causadas por
virus, onde a necrose e a inflamacgao sao direta e indiretamente responséveis pelos sintomas
da doenga. Fazem parte desse grupo: Hepatite A, Hepatite B, Hepatite C e Hepatite
D [8,9,12].

Segundo a Organizacao Mundial da Satde, aproximadamente 400 milhdes de pessoas
em todo o mundo estao infectadas com o virus HBV, que é o virus responséavel pela trans-
missao da hepatite B. Esse ntimero é duas vezes maior que o nimero de infectados pela
hepatite C e dez vezes superior aos infectados pelo HIV/AIDS [10]. No Brasil os maiores
indices da doenca estdo situados na regiao Norte, onde a Amazodnia é considerada uma
regiao de alta prevaléncia [1].

A transmissao pode ocorrer por meio de relagbes sexuais e transmissdo sanguinea.
Entre os principais sintomas estao febre, fadiga, perda de apetite, nduseas, vomitos, dor
abdominal, urina escura, dor nas articulacoes, entre outros [7].

Em virtude desses fatos, tem-se estudado novas formas de prevencao e controle da
doenca. Do ponto de vista mateméatico a dindmica da hepatite B pode ser analisada por
meio de modelos matematicos. Usualmente, esta modelagem é feita por meio de equagoes
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diferenciais, contudo a utilizacao de conceitos e técnicas do célculo de ordem nao inteira
tem possibilitado importantes resultados e generalizagoes em varias areas do conhecimento,
como biomatemaética, quimica, biologia, entre outros [2,5]. Nesse trabalho utilizamos a
modelagem fracionaria com a derivada de Caputo [2].

O objetivo deste trabalho é fazer uma anélise com relagao a carga viral apds o inicio
de tratamento contra a doenca. O trabalho estd organizado como segue: na secdo 1 a
introducao ao trabalho; na secao 2 a modelagem matemaética da hepatite B; na secao 3 as
simulagdes numeéricas e na se¢do 4 as principais conclusoes.

2 Modelo mateméatico para Hepatite B

Nessa secao apresentamos dois modelos para a hepatite B, o primeiro é dado por meio
de equagodes diferenciais ordinarias e o segundo é formulado por meio de derivadas de
Caputo 4.

Para a formulacdo desses modelos sao considerados trés estados variaveis no tempo
t:T(t), I(t) e V(t), que sao as células nao infectadas, células infectadas e virus livres,
respectivamente. Além disso sdo considerados os parametros: d é a taxa de morte de
células, & a taxa de morte de células infectadas, p a taxa de cura, ¢ a taxa de liberacio de
virus livres, 6 = & + p, a taxa de desaparecimento total de células infectadas, p é a taxa
de producao de virus por célula infectada, 5 a taxa de infeccao de novas células infectadas
e § a taxa de produgao de novas células alvo. A Figura (1) mostra a dinamica da doenca.
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Figura 1: Dinamica para Hepatite B.

2.1 Modelo de ordem inteira

Com base na Figura (1), [9] propoe um modelo para hepatite B, levando em consi-
deracao pardmetros que indicam a presenca de terapia contra a doenca. Tal modelo é

*A teoria do célculo fracionario sera aqui omitida, mas pode ser vista em [2,5].

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0252 010252-2 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0252

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

formulado por meio de equagoes diferenciais ordinarias, como segue:
T(t) = 5—dI —(1—-0)BVT+pl
I = (1—RFVT —31—jl (1)
V'(t) = (1—e&pl—cV.

Sob a acao de alguma droga o sistema de defesa do organismo do paciente impede a
formacao de novos virus. Isso significa que sob terapia a taxa de produgdo de novos virus
P é decrescente. A eficacia da droga é definida como €, tal que a taxa de producgao de virus
sob terapia ¢ (1 — €)p. Quando a droga é 100% eficiente, ou seja, € = 1, ocorre a suspensao
da producao viral.

Para modelar o tratamento da infecgdo, é incorporado o parametro 7, que considera a
eficicia da droga em bloquear novas infeccoes. Dessa forma, a taxa de infecgao na presenca
da droga & dada por (1 —7)B.

A fim de resolver o sistema (1), consideramos que o tratamento bloqueia novas infec¢oes,
ou seja, 7 = 1. Além disso, a eficacia em bloquear a producao viral é € = 1. Com isso, a
equagao que envolve a carga viral pode ser resolvida isoladamente. Com isso, considere o
sitema

, _
{ Vit) = —cV 2)
V(o) = W.

Usando o método de separacdo de varidveis para equacoes diferenciais ordinarias temos
que a solucao do sistema (2) é
V(t) = Voe . (3)

Na equagao (3) o parametro ¢ é uma constante positiva e Vp é a carga viral inicial. Tal
solucao apresenta um decaimento exponencial no nimero de carga viral ao longo do tempo
t. Esse comportamento era esperado pelo fato de que o modelo apresenta terapia contra
a doenca, assim a partir do momento que a droga é administrada é esperado que a carga
viral diminua no organismo do paciente.

2.2 Modelo matematico fracionario

Para considerar a versao fracionaria do sistema (1), é importante analizar as dimensoes
para que o novo sistema nao apresente inconsisténcias |3, 6].
(63
No sistema de ordem inteira o termo 7 tem unidade dia™!, enquanto que e tem

«

unidade dia™%, entao considerando 0 < a < 1 e 7 como um parametro que possui dimensao

1 d*
igual a dia, a unidade de [1— —} ¢ dia=! [11]. Como isso, a versdo fracionaria do
Tima dte
sistema (1) pode ser introduzida como segue:
1 _ 5 N _
gy DT(t) = s—dI'—(1—n)BVT + pl
1 — o) IN —
DI = (L-BVT - 51— jl (4)
1 N =
s DV(t) = (1—¢)pl—cV.
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Se a = 7% a, para a constante, reescrevemos o sistema como
) )

DeT(t) = s—dI'—(1—n)pVT + pl
DUI(t) = (1—n)BVT —d1—pl (5)
DV(t) = (1—¢€)pl—cV.

em que D representa a derivada de Caputo de ordem «. Note que a unidade de cada
parametro no sistema (5) é tempo™® e cada um desses parametros depende de 7 [6]. A
analise de estabilidade desse modelo pode ser vista em [4].

Observacao 2.1. Na maioria dos modelos matemdticos, encontramos solugoes que de-
vem permanecer positivas ao longo do tempo de evolugao do sistema. Isso é comum em
estudos em dindmica de populagdes onde as varidveis, normalmente, fazem referéncias a
densidade populacional. A partir disso, a solugdo de um sistema de ordem fraciondria deve
permanecer positiva para todo t > 0.

Usando o mesmo raciocinio descrito para o modelo de ordem inteira, podemos resolver
isoladamente a equagdo que envolve a carga viral. Considere o PVI de ordem fracionaria

DOV(t) = —V
{ Vo) = Vo (6)

Aplicando a transformada de Laplace [2|, temos que

LDV @) = L=V (D) (7)
sSLV(H)] =52V = —cg[V(1)] (8)
- Sa_l‘/o
) = (9)
Dai
V(t) = VoBa(—ct?). (10)

Na equacao (10), ¢ é uma constante positiva e Vj é carga viral no tempo t = 0.

3 Simulacao numérica

Nessa secao as simulagbes numeéricas sao apresentadas. Os pardmetros biologicos es-
tao descritos em [3|. Para realizar as simulacoes foram utilizados os métodos numéricos,
NSFD e Runge Kutta, para os modelos de ordem fracionaria e de ordem inteira, respec-
tivamente [3]. Foram utilizados dados reais referentes a carga viral de dois pacientes. Os
dados foram retirados de |9] e sao provenientes de um estudo realizado em dois hospitais de
Hong Kong, com 15 pacientes portadores cronicos do virus HBV. Na semana 0 foi analisada
a concentracao viral de cada um, entdo cada individuo recebeu dosagens iguais de Lami-
vudine (150mg/d). Durante 100 dias os pesquisadores acompanharam e mediram a carga
viral de cada paciente. Foi constatado que a acao da droga apresentou um retardo inicial
entre 12 e 24 horas. Nesse trabalho apresentaremos os dados referentes a dois pacientes,
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Figura 2: Dinamica da carga viral, V(t), para 0 < o < 1 e a solugao inteira (SI).

denotados por P; e P». No inicio do tratamento as cargas virais foram V;(0) = 1.1 x 104
copias/ml e V(0) = 1.2 x 103 copias/ml.

A Figura (2) apresenta a solugdo numeérica para os sistemas de ordem inteira e fra-
cionaria para diferentes valores de a. Para o modelo de ordem fraciondaria, cada curva
representa uma solucao para tal sistema. Nota-se que todas essas curvas convergem para
um estado de equilibrio, ou seja, para valores 0 < a < 1 ndao hé instabilidade na solucao.

Para o paciente P, podemos observar que a partir da segunda semana de tratamento
ocorre um decaimento exponencial na carga viral. Esse fato correspondente a resposta
inicial ao tratamento, uma vez que é alta a concentracao de virus na circulacao sanguinea,
assim as células de defesa agem rapidamente para combater tais virus. Com o passar das
semanas, nota-se que a carga viral diminui de forma mais lenta até tornar-se estavel.

Ambos os modelos, de ordem inteira e de ordem fracionaria, descrevem a dinamica
viral ao longo do tempo, porém a curva que se ajusta melhor aos dados do paciente P; é
a curva correspondente ao modelo de ordem nao inteira quando o = 0.6

Para o paciente P, podemos observar que na segunda semana de tratamento a carga
viral é maior do que na semana 0. Isso se da pela resiténcia do virus contra a medicagao.
Nesses casos ¢ indicado o tratamento com mais de uma droga, Lamivudine e Interferon,
por exemplo [7]. Podemos notar também que a carga viral demora um tempo maior para
se estabilizar. Nesse caso, a curva que melhor se ajusta aos dados reais é uma curva de
ordem nao inteira, ou seja, o = 0.7

A Figura (3) apresenta a solucdo inteira, dado pela equacao (3) e a solugao analitica
fracionéria, equacao (10), para valores de 0.7 < a < 2. Nota-se que todas as solucoes,
inteira e fraciondrias, apresentam decaimento exponencial, porém quanto maior a ordem
da derivada, mais rapido serad esse decaimento.

Para o modelo de ordem inteira nao hé instabilidade na solucao. Por outro lado, para
o modelo de ordem fracionaria, quando o < 1.1 a solucao permace estavel, porém quando
a = 1.3 a solucao torna-se instavel por volta do dia 100. Para valores de o maiores que
1.5 o sistema apresenta instabilidade desde o inicio. Isso implica que o comportamento das
solucoes para um sistema de ordem nao inteira estd diretamente relacionado com a ordem
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da derivada adotada, ou seja, o modelo de ordem fracionaria permance estavel somente
para determinados valores de «. Assim um sistema ordem inteira que era estavel pode se
tornar instavel quando fracionalizado e vice-versa.
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Figura 3: Solugao analitica inteira (SI) x solucdo analitica fracionaria.

4 Conclusoes

Para o modelo de hepatite B proposto, observamos pelas simulacoes numéricas, que
a solucao analitica para o modelo de ordem fracionaria condiz com a solucao do modelo
de ordem inteira, porém, notamos que o expoente fracionario se ajusta melhor aos dados
reais e esse expoente deve ser um valor entre 0 e 1, pois para valores de o maiores que 1
o sistema apresenta instabilidade, o que contradiz a solugao do sistema de ordem inteira
que permanece estavel para todo tempo.

Continuagoes naturais deste trabalho sdo as mais diversas possiveis. Em particular,
espera-se buscar métodos para encontrar a solucao do modelo de ordem nao inteira, quando
n < 1lee< 1. Além disso, pretende-se comparar a solucdo com dados de outros pacientes,
visando encontrar o valor de a que descreve melhor os dados.
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