Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVIIIl CNMAC, Campinas - SP, 2018.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Modelagem Deterministica de Transferencia
Radiativa em Vegetacoes

Patricia Rodrigues Fortes'; Mariza Camargo?

Departamento de Engenharia e Tecnologia Ambiental, UFSM, Frederico Westphalen, RS
Solange R. Cromianski®

Curso de Matematica, UNIFAP, Campus Marco Zero - Macapa, AP

Liliane Basso Barichello?

Instituto de Matematica e Estatistica, UFRGS, Porto Alegre, RS

Resumo. Neste trabalho, o problema de transporte de fétons em copas de vegetacao densa
é considerado. O meio modelado é homogéneo e propriedades como reflectancia na vegetagao
e absor¢ao do solo sao avaliadas. Para tanto, a solucao da aproximagao em ordenadas discre-
tas da equagao de trasferéncia radiativa é obtida através do método analitico de ordenadas
discretas, pelo qual a solugao é explicita na varidvel espacial. A incidéncia localizada de ra-
diagao leva a necessidade do tratamento de problemas nao homogéneos para os quais solugoes
particulares devem ser derivadas. Resultados numéricos para reflectancia e transmitancia
sao obtidos e comparados de forma satisfatoria com a literatura.

Palavras-chave. Método de Ordenadas Discretas Analitico, Transferéncia Radiativa, Re-
flectancia, Transmitancia, Meios Nao Homogéneos.

1 Introducao

Os estudos envolvendo problemas de transferéncia radiativa em copas de vegetacoes [9]
sao instrumentos de pesquisas da area de sensoriamento remoto, onde sao investigadas
maneiras mais eficientes e economicas de se coletar dados necessarios ao monitoramento
e modelagem da radiacao em meio vegetal. A partir do entendimento de tais proble-
mas e obtencao de solugoes analiticas ou numéricas, torna-se possivel comparacoes entre
desenvolvimentos tedricos e medidas experimentais, bem como podem ser estabelecidas es-
timativas de parametros do modelo que caracterizam a vegetacao. Também, ha interesse
no desenvolvimento da teoria associada a transferéncia radiativa para interliga-la a dados
da fotossintese de folhas e assim avaliar a produtividade das copas de vegetacoes [6,8].

Neste trabalho investigamos um caso especifico tratado por Shultis e Myneni [10], cujo
modelo matematico foi obtido calculando-se a média sobre o angulo azimutal da equacao
linear de Boltzmann. Com a dependéncia do adngulo azimutal simplificada na descrigao
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do espalhamento, a equacao de transferéncia radiativa de interesse é definida em meio
homogéneo unidimensional, com espalhamento isotrépico. Por outro lado, a modelagem
da radiacao incidente determina condicées de contorno que envolvem a funcao delta de
Dirac, exigindo tratamento diferenciado. Neste contexto, estendemos aqui a formulagao
derivada em trabalho anterior [4] para o caso de tratamento de problemas nao homogéneos,
incluindo solugoes particulares derivadas a partir de func¢oes de Green [11].

O artigo esta organizado de forma a apresentar na Secao 2 a modelagem do problema
baseado na equagao de transferéncia radiativa, respectivas condi¢ées de contorno e sub-
problemas relacionados. Na sequéncia, descrevemos brevemente a solucao decorrente da
aplicagao do método de Ordenadas Discretas Analitico — ADO — na resolugao da equacao
unidimensional homogénea de transferéncia radiativa [4] e a obtengao da solucao particular
necessaria. Sao apresentadas expressoes para quantidades de interesse como reflectancia
na copa da vegetacao e absor¢ao da radiacao pelo solo, e nossos resultados sao comparados
aos da referéncia [10] para o caso isotrépico.

2 Modelagem do Problema

A equacao de transferéncia radiativa para o transporte de fétons em copas de ve-
getacoes, para o caso onde o espalhamento da radiagao nas folhas do dossel é isotrépico
e a orientagao das folhas é aleatéria, segundo Shultis e Myneni [10], pode ser escrita na
forma

0 / / @ [! /
() + 1) =5 [ 16w, 1)

onde 7" € (0, 7)) é a varidvel éptica (adimensional), 7(; é a espessura Gptica do meio plano-
paralelo, u € [—1,1] é o cosseno do angulo polar medido a partir do eixo 7/ positivo e @ €
[0,1] é o albedo para espalhamento simples (relacdo entre o coeficiente de espalhamento
e o coeficiente de extingdo). Ainda, de acordo com [10], a equagao (1) estd sujeita as
condigoes de contorno

1
I(0,p) = ;—;5(;; —po) e I(r),—p) = 27”5/0 pl (74, 1)dp, (2)
para p > 0, onde d(pu — po) é a funcao delta de Dirac, pug é o angulo de incidéncia da
radiagao sob a copa da vegetagao, Iy é a intensidade de radiacao incidente na copa da
vegetacao e rs é a reflectividade do solo.
Uma vez que a fungao delta compde a formulagao do modelo, seguimos a Ref. [7] e
escrevemos

(1) = I, 1) + (7', ), (3)
onde I°(7’, i1) corresponde & parcela de intensidade de radiacdo nao espalhada (que néo so-
freu colisdo) e I*(7/, u) quantifica a intensidade de radiagao proveniente de espalhamentos
ocorridos (uma ou mais vezes) na copa da vegetagao.

Substituindo a expressdo (3) na equacao de transferéncia radiativa (1), e adotando a
metodologia empregada em [7], obtemos dois problemas com suas respectivas condigoes
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3
de contorno:
e Problema 1 (Intensidade de radiagao nao espalhada):
9 10, 0/ ,\
pp— (T ) + (7, ) = 0 (4)
or
com condicoes de contorno
0 Iy 0(. 1
(0, p) = 5 _0(n — o) e I'(rg, —p) =0, para p>0; (5)
e Problema 2 (Intensidade de radiagao espalhada na copa da vegetagao):
9 sy s( 1 w [! st @ [ 0( 1
po (T )+ (o p) = — | (7 pdp+— [ (7, pdp (6)
aT 2 -1 2 -1

com condicoes de contorno

1

1
I°(0, ) =0 e I*(m9, —p1) =2rs/ MIS(76>M)dM+27"s/ plI® (70, p)dp, para p>0. (7)
0 0

Solucionando primeiramente o Problema 1 obtemos

I o
19t ) = 5 28— po)e 7 /¥ (8)

e a partir desta solugdo podemos reescrever o Problema 2 na forma

0 w (!
i)+ ) =5 [P Q) (9

onde aqui denotamos o termo de fonte como

wly _

"/ o 1
L (10

Q' n) =
sendo que para p > 0 temos as condigoes de contorno
1
1 /
PO =0 ¢ (g, —) =2, [l + "o, ()
0

Como o Problema 2 é nao homogéneo, vamos considerar

(7! p) = (' p) + Ip(7', 1) (12)

em que I;(7/,p) e [;(T, , 1) denotam, respectivamente, a solucao geral da equacao ho-
mogénea associada e uma solucdo particular da equacdo nao homogénea (9).
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3 Solugao via Método ADO

Na referéncia [4] apresentamos o desenvolvimento detalhado de uma solugao homogénea,
pelo método ADO [2, 3], para problemas de transferéncia radiativa modelados tal como
em (9), basta que em [4] seja considerado o caso isotrépico (admitir L = 0). Entao, con-
siderando [4] escrevemos, em forma matricial, a solucdo homogénea associada a equagao

(9) como
N
() =) [Ajcpi(yj)eff’/w + Bjéx(uj)e*ﬁo*f)/w}? (13)
j=1
() = [ m) T £p) o G un)] (14)
Q4 (v) = [p(v, £p1) d(v, £p2) ... ¢(v, :‘:/'LN)]T ) (15)

onde pi para k = 1,..., N sdo os pontos do esquema de quadratura (arbitrario), definido
sob o intervalo (0, 1], e v para k = 1,..., N s@o os autovalores [4] provenientes da aplicagao
do método ADO.

Os coeficientes A; e Bj, para j = 1,..., N, necessarios na composicao da solugao ho-
mogénea I (7', 1) serao determinados através da imposicao das condi¢oes de contorno
(11), apds especificagdo da solugao particular I;(7', u1).

De acordo com [11], utilizando fungées de Green, podemos definir uma solugao parti-
cular I;(7', 1) para o Problema 2 como

N
() = 3 [ A7) @ () + Bi(7) @ ()] (16)

J=1

sendo que, escrevendo A;(7') e B;(7") em notagao vetorial temos:

»
A7) = O vy ) | () WQ + 9T (1) WQ- (17)
N*(v5)
e »
By(r') = e S(ry — 7 s v, o) | T ()WQy + @T(1)WQ-| (1)
N*(vj)
com
N
N* () = 3 it |62 (v ) = 6 (v, —i) |, (19)
1=1
=7 /vi _ =T'/ho 1 — e~ (m0=7")/vj e=(r0=7") /10
(' v, . e S(ro—7" v, = , (20
(7" vj, o) P (To—T" : vj, o) Vi + ho (20)

&1 (v;) é dada na equacio (15),

\%% :diag{wl,wg,wg,...,wN} (21)
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?DIO

Qs = [Q(£m) Q(Fp2) - Q(Eun)]" onde Q(dpm) == . (22)

Notamos, neste ponto, que neste trabalho particularmente o termo de fonte ) é cons-
tante, simplificando avaliagoes das expressoes acima. Apds a obtencao da solucao particu-
lar torna-se necessario determinar as constantes A; e Bj, com j = 1,..., N, para finalizar a
composicao da solucdo homogeénea I (7', 1). Estas constantes sao obtidas mediante subs-
tituicdo das equagoes (13) e (16) em ambas as condigoes de contorno (11), fato que resulta
em um sistema linear de ordem 2N x 2N.

Em termos da intensidade de radiacao definimos, de acordo com as especificacoes
empregadas na modelagem do problema [10]

e Reflectancia na copa da vegetagao:

o [t .
R(uo) = —— | pI°(0, —p)dp. (23)
Hoto Jo
e Absorcao da radiacdo pelo solo:
2 1 — s 1 I _i
As(po) = M[/ uI*(7h, )+ P20 *‘0] (24)
polo 0 2m

e Absor¢ao de energia no proprio dossel (copa da vegetacao):

Ac(po) =1 = R(po) — As(po)- (25)

4 Resultados e Comentarios Finais

Shultis e Myneni [10] apresentaram modelos matemadticos que abordam a equacao de
transporte de fétons na copa de vegetagoes, assumindo genericamente a ocorréncia de
espalhamento anisotépico. No referido trabalho, foi empregada uma versao modificada
do Método de Ordenadas Discretas (DOM) [5], com tratamento numérico da varidvel
espacial, para resolver a equacao de transporte idealizada para o transporte de f6tons em
copas de diferentes espécies de cultivos agricola (soja, milho), sendo que os resultados
foram comparados com dados tedricos e experimentais. Na mesma referéncia, os autores
discutiram o caso de espalhamento isotrépico, objeto do presente trabalho, sendo que
resultados numéricos foram apresentados (com quatro casas decimais) para estimativas de
reflectancia na copa da vegetagao, absorcao de radiacao pelo solo e absorcao de energia na
copa da vegetagao, admitindo os parametros 7, = 2,0, [y = 1,0 e 7, =0, 1.

Os resultados numéricos que obtivemos via solugdo ADO para estas mesmas quan-
tidades de interesse, expressoes (23) a (25), quando comparados aos resultados da re-
feréncia [10], apresentam trés casas decimais de concordancia ao adotarmos N = 2, ja
atingindo, no entanto, com N=6, os quatros digitos de concordancia com [10]. De fato,
tais digitos se preservam a medida que aumentamos N, testado até N = 800.

Na Tabela 1 reproduzimos os valores que obtivemos com a aplicagdo do método ADO
na avaliacao de reflectancia na copa da vegetacao, absorc¢ao de radiagao pelo solo e absor¢ao
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Tabela 1: Resultados ADO com N =6, 75, =2,0, [ =1,0er;=0,1

@ | po | R(po) | As(po) | Ac(po)
0.35 | 0.5 | 0,0990 | 0,0383 | 0,8627
1,0 | 0,0702 | 0,1510 | 0,7789
0,20 | 0,5 | 0,0510 | 0,0267 | 0,9224
1,0 | 0.0360 | 0.1358 | 0.8282

de energia na copa da vegetacao, usando dois dos valores de albedo sugeridos por Shultis
e Myneni [10] representando meios de relevante absorcao.

Ressaltamos que o problema de autovalores da formulagao ADO baseia-se apenas nos
pontos positivos da quadratura, portanto apresenta ordem reduzida (ordem N/2) se com-
parado aos de ordem N das metodologias usuais de aplicacao do método de ordenadas
discretas. Na avaliacao da formulagao ADO utilizamos o esquema de quadratura de Gauss-
Legendre, mapeado sobre o intervalo (0, 1]. Os autovalores e autovetores que compdem
a solucao foram obtidos pelas subrotinas LAPACK [1], sendo usado um notebook com
processador Intel Core i3, com 2.3 GHz e 4096 MB, e o tempo computacional exigido
para obtencao dos resultados numéricos nao ultrapassa um segundo, incluindo a geracao
de pontos e pesos do esquema de quadratura de Gauss-Legendre. Vale lembrar que o
método ADO propicia uma solugao analitica na varidvel espacial (e discreta na varidvel
angular). Na referéncia [10], com aplicacdo do Método de Ordenadas Discretas, esta res-
pectiva varidvel recebeu tratamento numérico. Além disso, uma solucao particular vélida
para uma ampla classe de fungoes possibilitou o tratamento de problemas com incidéncia
de radiacao localizada.
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