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Resumo: O objetivo deste trabalho € apresentar polinémios ortogonais gerados por uma per-
turbacdo na medida. O caso que estudaremos é conhecido como medida de Uvarov. Os polinémios
gerados pela medida de Uvarov poderam ser escritos através de uma Formula de Conexdo, que
nos permite analisar o comportamento monotonico e assintotico de seus zeros. Por fim aplicare-
mos estes resultados a medida cldssica de Jacobi.
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Neste trabalho vamos apresentar sequéncias de polinémios ortogonais com respeito a medida
doy(x) = dé(z) + Ad(z — ¢), conhecida como perturbagao de Uvarov, onde d¢(x) é uma medida
positiva com suporte finito ou infinito no intervalo (a,b), é(z — ¢) é o funcional Delta de Dirac
no ponto ¢, em que ¢ ¢ (a,b) e A é um ntimero real nao negativo. Logo, os polinémios p, (A, ¢; x)
que descreveremos sao ortogonais com relagao ao produto interno

b
(P @) :/a p(x)q(z)do(z) + Ap(c)q(c). (1)

Para o nosso propdsito, introduzimos os polinémios {p,(x)}n>0 € {rn(c; ) }n>0 que sao or-
togonais com relacio as medidas dé(x) e dpo(z) = (z — ¢)?dg(z), respectivamente. Além desses
polinémios definimos os polinémios nicleos K, (x,y) por

S R@RW)
Kalow) =2, = o

b
onde ||PkH2 = / P2(z)do(z).

O teorema a%aixo nos mostra uma representacao para esta familia de polindmios ortogonais,
com relagao a medida d¢y (z) apresentando uma forma de escrevé-los, através de uma combinagao
linear de polinémios.

Teorema 1: [Férmula de conex@o| Os polinomios py (A, ¢;x), com a normalizagdo p, (A, c;x) =
EnPn(A, ¢;x), onde pn(A\, c;x) € monico, pode ser representado como

Pn(A, ¢ x) = pp(x) + ABp(x — ¢)rp—1(c; x), (2)
onde

—pn(c)

B,=—"""*"—
" <33 - Ca"”n71>¢

— Kn_i1(c,¢) > 0 (3)

ekp=1+K,_1(c,c).
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O teorema a seguir aborda o entrelacamento dos zeros {wy 1 };_; dos polinoémios p, (A, ¢, x)
com {Ynk}i_q € {Tnk}r_q, zeros de m,(c; ) e py(x) respectivamente. Através da representacao
sugerida pela Férmula de Conexao, pode-se provar o entrelagamento dos zeros de p, (), ¢; x) com
os zeros de py,(x) e (x —¢)rp—1(x). Além disso, obtém-se que esses zeros sao fungoes mondtonas
com relagdo ao parametro A e, quando A\ — oo, os zeros de py, (A, ¢; ) convergem para 0s zeros
dos polinémios 7,—1(c; z), com velocidade de convergéncia de ordem 1/A\.

Teorema 2: Seja A > 0 e {y, r}}_; 05 zeros dos polinémios r,(c; x) ortogonais com respeito a

medida dpo(x).
(i) Se ¢ < a, entao
C<Wp1<Tpl<Yn-11<ZTp2<: " <Yn-1n-1<Wnn < Tpn- (4)

Além disso, cada wy,, € uma funcao decrescente de A e, para cada k =1,2,---,

n—1,
lim Wnp,1 = G, lim Wn,k+1 = Yn—1,k>
A—00 A—00
bem como
. _pn(c)
lim Af|wp1 —c¢] = 5
00 [on, J K,—1(c,c)rp—1(c) (5)
: —Pn(Yn—1,k)
lim A |wp g1 — Yn1k] = : . 6
A Mg =kl =k — 1) ©)
(ii) Se ¢ > b, entao
Tp,l < Wnpl < Yn-1,1 < < Tpn—-1 < WUpn-1<Yn—1n-1<Tpn < Wnpn <C (7)
Além disso, cada wy ), € uma fungdo crescente de X e, para cada k =1,2,---,n —1,

lim Wn,n = C, lim Wnk = Yn—1,k>
A—00

A—00
bem como
. pn(c)
| Ae—wpnl = 8
/\1—{20 le = wnn] K, —1(c,c)rpn_1(c) (8)
. Pn(Yn—1,k)
lim Aly,—156 — wp : . 9
A—00 v ) Kn_1(¢,¢)(Yn—16 — )71 (Yn—1) ©)

Vamos considerar alguns casos particulares da perturbacao de Uvarov. No artigo de Huertas,
Marcelldn e Rafaeli [5] foi proposto a modificacdo da medida cldssica de Jacobi através da
perturbacao de Uvarov.

A sequéncia de polinémios monicos de Jacobi {p%a’ﬁ ) (x)}, é ortogonal com relagao 4 medida

doap(z) = (1 — 2)%(1 4 z)?dz. Consideremos as seguintes perturbacdes na medida de, g (7):

dp(N\, L;2) = doap(z)+ Ao(z —1), (10)
dp(\, —1L;2) = doap(x)+No(z+1). (11)

A partir, das medidas introduzidas em (10) e (11), obtemos duas novas familias de polinémios
ortogonais monicos as quais, denotaremos por {pga’ﬁ)(/\, Lix)} e {pﬁf“’ﬁ)(A, —L;z)},
respectivamente. Esses polinémios sao conhecidos na literatura como polindmios ortogonais do
tipo Jacobi ou polinémios ortogonais de Jacobi-Koornwinder. De fato eles apareceram pela
primeira vez no trabalho de Koornwinder [8].
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Com a normalizacao ﬁﬁf“ﬁ )(/\, G x) = nnp%“’ﬁ )()\, ¢; ) introduzida no Teorema 1, onde k,, =

1+ AKp—1(c,c) e p,(f’m()\, ¢;x) é um polinémio do tipo Jacobi monico, obtemos a Férmula de
Conexao para os polindémios ﬁ%a’ﬁ )()\, 1;2):
PP 152) = plD (@) + A1 (1,1) (@ = Dpi i (@), (12)
Na equagao (12), temos um polinémio tipo Jacobi escrito como combinagao linear de um
polinémio ortogonal com relacdo a medida d¢, g(x), e outro com relagao a medida depo(x)
resultando em um polinémio tipo Jacobi deslocado no parametro «, com isso podemos utilizar o
Teorema 2, onde basta provar que os zeros desses polinémios se entrelagam, e teremos hipoteses
suficientes para analisar o comportamento dos zeros dos polinomios tipo Jacobi com relagao a
monotonicidade e assintoticidade.
Teorema 3: Sejam o, 3 > —1 e sejam 1, (o0, B) € Ty (a0, B5N) i =z (v, B;1,N), k=1, ,m,

0s zeros de p%a’ﬁ) (z) e p%“ﬁ) (AN, 1;z), respectivamente. Entdo vale a sequinte propriedade de
entrelacamento:

w’ml(ayﬂ) < xn,l(aalg; )‘) < xn—l,l(a + 276) < xn,?(avﬂ) < .Z'nVQ(CB,ﬂ;)\) < <
< xn,nfl(a,ﬁ) < $n,n71(aaﬁ; )\) < xnfl,nfl(a + 2, 6) < Tp,n (aaﬁ) < Zpn (Oé,/()); >\) < 1,

Além disso, cada x,, (o, B; X) € uma funcdo crescente de X e, para k=1,---,n—1,
Mm@, B;0) = 1, lim @, (@, 63 ) = 21 k(e + 2, ), (13)
2
Jim AL =z (0, 55 0)] = gn (o, 5) 4 (14)

1 n— 2, n (@,
i Moot 2,6) — g o, i) = EEme OB A0 )

onde

(0. 8) 20820 ()T (a + 2)T (a + 3)T (n + )
In\%P) = F'n+a+2)T(n+a+p+2)

(16)

Para ilustrar o resultado do Teorema observamos o grafico do polinémio ﬁgl’l) A+e1;2),

fixando A = 0 para alguns valores de ¢ > 0, observamos a monotonicidade dos zeros de

ﬁglvl) (A + €, 1;x) com relagao a .

e=0.1 €=0.059 €=0.03

L

Figura 1: Gréfico de 13:(31’1) (A+¢€1;2)
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(1,1
Na Tabela 1 apresentamos os zeros de pg ) (A, 1; ) para alguns valores de A. Notamos que
todos os zeros desse polindmio crescem quando A cresce, além disso, observamos que o tultimo
(3,1) N
zero converge para 1 e os outros convergem para os zeros de py "’ (z) que sdo xg1 = —0.615963

e T22 = 0.115963.

A x31(1,1, ) x32(1,1,X) x33(1,1,X)
0 -0,654654 0 0,654654
1 -0,617598 0,111189 0,975159
10 -0,616132 0,115468 0,997353
100 -0,61598 0,115913 0,999734
1000 -0,615964 0,115958 0,999973

Tabela 1: Zeros de ﬁgl’l) (A 1;2)

Os mesmos resultados podem ser observados quando ¢ = —1. Neste caso a Formula de
Conexao para ﬁg{l’ﬂ)(}\, —1;x) é dada por
. B2
PPN, —1;2) = pl@P) (@) + AKp_1(—1, —1)(z + 1)p{™ T+ (). (17)
Através desta representacao, pode-se provar o entrelacamento dos zeros pﬁf"ﬂ )()\, —1;x) com
p,(f"ﬁ ) (z)e(z+ 1)p$fﬁf+2) (x), podendo assim estudar o comportamento de seus zeros com relacao
ao parametro A, como mostra o teorema abaixo.
Teorema 4: Sejam o, > —1 e sejam xn 1 (o, B) € Tpp (o, 55N) = xpp(a, B;-1,0), k =
1,---,n, os zeros de p%a”g) (z) e p%a’ﬂ) (AN, —1;z), respectivamente. Entao vale a sequinte pro-
priedade de entrelagcamento:

—-1< xn,l(a)ﬂ;)\) < xn,l(a)ﬁ) < xn—l,l(am@ + 2) < xn,?(avﬁ; )\) < xn,2(a7/8) < e
< xn—l,n—l(aaﬁ + 2) < xn,n(ayﬁ; /\) < xn,n(aaﬂ))

Além disso, cada x,, (o, B;\) € uma funcdo decrescente de X e, para k=1,---,n—1,
lim mn,l(aaﬂ; )‘) = —]‘a lim xn,k-f—l(aa/ﬁ; >‘) = xn—l,k(aaﬁ + 2)5 (18)
A—00 A—00

e?

/\ILIEOA [Zn1(a, G5 A) + 1] = hy (o, B)

. [1— 214 (a, B+ 2)] by (0, B) (19)
1 JA) — Tp— = :
)\1_)11;0 A [$n7k+1 (Oé, ﬁv A) Tn—1,k (aa /8 + 2)] 2 (6 + 2) ’
onde
2082 (T (B+2)T (B+3)T (n+ «
(o) (T (B+T(B+3)T (n+0a) 20)
Fn+8+2)T(n+a+5+2)
Para ilustrar o resultado do Teorema 4, o grafico do polinémio ﬁgo,?,) (A +€,—1;2), fixando

A = 0 e para valores de ¢ > 0, notamos o comportamento monétono dos zeros de 15:(),0’3) (A€ 1;2)

com relagao a A.
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Figura 2: Grafico de 13:(30’3) (A +e€,—1;2).

Na Tabela 2, apresentamos os zeros de ﬁgo,g) (A, —1; z) para alguns valores de A\. Notamos que

todos os zeros desse polindomio decrescem quando A cresce, além disso, observamos que o primeiro
(0,5)

zero converge para -1, e os outros convergem para os zeros de py " (x) que sdo xg1 = —0.261583
€ X22 = 0.849528.

)\ $371(0, 3, )\) 173’2(0, 3, )\) 1'373(0, 3, )\)

0 -0,273471 0,397623 0,875848

1 -0,985755 0,262648 0,849745

10 -0,998551 0,26169 0,84955

100 -0,99985 0,261594 0,84953

1000 -0,999985 0,261584 0,849528

Tabela 2: Zeros de ﬁéo’g) (A, —1;2)
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