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1 Introducao

Os numeros de Catalan, foram definidos pelo matematico belga Eugéne Charles Catalan
(1814-1894). Tal sequéncia de nimeros, ji fora anteriormente conhecida por Leonard Euler
e Johann Andreas von Segner, no trabalho sobre a decomposi¢ao de poligonos convexos em
triangulos por meio de suas diagonais. Esses nimeros sao de grande interesse por suas varias
interpretagoes. Temos como objetivo neste trabalho estudar os nuimeros de Catalan, sua
funcao geradora e uma de suas interpretacoes combinatérias, tendo como base [1] e [2]. Os
estudos aqui apresentados foram e estao sendo realizados no projeto de pesquisa ”Teoria
de Numeros e Combinatéria”’de autoria da professora Adriana Wagner, pela Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul, campus de Aquidauana, com a participagdo dos demais
autores citados.

2 Numeros de Catalan

Os numeros de Catalan formam a sequéncia que possui como termos inicias os nimeros
1,1,2,5,14,42,132,429, 1430, 4862, 16796, - - - . Tal sequéncia foi originada a partir do seguinte
problema, elaborado por Leonard Euler: Dado um poligono convexo de n lados, com n > 3,
de quantas maneiras distintas podemos ligar as diagonais deste poligono de modo que seja
triangulado e as diagonais nao se cruzem? O numero de maneiras de obter o resultado
desejado denotaremos por T,.

O matematico Johann Andreas von Segner obteve a seguinte relagao de recorréncia para
tal problema, mas nao apresentou um método para a obtengao da mesma,

Ty =TT 1+ 1372+ + Th1T5. (1)

O matematico Gabriel Lamé apresentou uma demonstracao combinatéria para tal relacao,
que mais tarde foi discutida pelo matematico Eugene Charles Catalan. O problema intitulado
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por Euler foi entao resolvido por Catalan utilizando a relagdo demonstrada por Lamé. Assim,
denotando por C), o n-ésimo nimero de Catalan e considerando que 7;, = C),_5 temos que

n—1

Cn=) CpCpik e Co=1 (2)

k=0

3 Funcao Geradora

As funcoes geradoras sao de suma importancia nas resolugoes de problemas combinatdérios.
Apresentaremos a funcao geradora para os numeros de Catalan, ou seja, dada a fungao abaixo
o coeficiente de x" serd exatamente o n-ésimo numero de Catalan, C,,,

c(z) = Z Cpax". (3)
n=0

Utilizando (2) em (3) e fazendo algumas manipulagoes algébricas obtemos uma férmula
para C,,, apresentada abaixo.

Proposicao 3.1. Para todo n € N, o n-ésimo numero de Catalan € definido por

C”:n-lr1<2:>' )

4 Interpretacao Combinatdria

Nosso objetivo é contar o nimero de maneiras distintas de tragar as diagonais de um
poligono convexo de n lados, particionando-o em tridngulos, de tal forma que as diagonais
nao se cruzem. Seja n > 3. Consideremos T = 1 e T}, o numero de triangulacoes validas de
um poligono convexo de n vértices rotulados, obtidos por meio das n — 3 diagonais que nao
se interceptam. Assim, temos os seguintes resultados.

Teorema 4.1. A sequéncia T,,, para todo n > 3, satisfaz

n—1
n
(n=3)Tn =5 > TiTuji2,¥n > 4. (5)
j=3
Teorema 4.2. Para todo n € N,
Tn+2 — Cn (6)

Portanto, do Teorema 4.2 obtemos que o ntimero de triangulagoes em questao é determi-
nado pela sequéncia dos nimeros de Catalan.
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