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1 Introdução

Câncer é um grande problema de saúde pública em todo o mundo, resultado do cres-
cimento incontrolável de células anormais que podem ser causadas, dentre outras, por
substâncias qúımicas, excesso de consumo de bebida alcoólica, radiação solar e alterações
genéticas [15]. Para 2018 estima-se 600 mil novos casos da doença no Brasil e 1,8 milhões
nos Estados Unidos [5, 14].

Os tratamentos mais comuns do câncer são a cirurgia, quimioterapia e radioterapia que
causam sérios efeitos colaterais no paciente [9,11,12]. Em fase de tratamento experimental
e ensaios cĺınicos a terapia gênica apresenta pequenos efeitos colaterais tais como febre e
sintomas que se assemelham a um resfriado ou, se injetado, apresenta inchaço e inflamação
local e é uma alternativa ou combinação aos tratamentos mais comuns [3,15]. Em resumo,
a terapia gênica é um tratamento baseado na introdução de genes sadios com uso de
técnicas de DNA recombinante para combater o câncer provocando a morte seletiva das
células tumorais [8, 15].

Este trabalho é baseado em [15] que propõe um modelo para terapia gênica oriundo
do modelo Kirschner-Panetta (KP).

Com o objetivo de capturar os efeitos de memória, que são detectados em quase todos
os sistemas biológicos, e reduzir os erros causados pela negligência de parâmetros na
modelagem propomos a versão fracionária desse modelo [1, 2, 6].
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2 O modelo

O modelo de terapia gênica é dado por [15]:



















dE

dt
= cT − µ2E + p3

E

E + f
+ s1

dT

dt
= r2T (1− bT )− a

ET

T + g2

, (1)

em que E(t) é a concentração de células imunes e T (t) de células tumorais no tempo t. c
é o termo de antigenicidade do tumor, µ2 representa a taxa de mortalidade natural das
células imunes, p3 a taxa de proliferação de E, s1 é o termo de imunoterapia representado
pela introdução de células LAK e TIL no local do tumor de um paciente, r2 é a taxa de
crescimento das células cancerosas, 1

b
é a capacidade de suporte das células tumorais e a

é o termo de depuração do tumor.

Em (1) a dimensão de d
dt

é [tempo]−1, na versão fracionária a dimensão de dα

dtα
, com

0 < α ≤ 1, é [tempo]−α, para que ambos lados de cada equação tenham mesma dimensão
tomamos um parâmetro τ de dimensão [tempo] que resulta 1

τ1−α

dα

dtα
na unidade [tempo−1]

[2, 4].

O modelo na sua versão fracionária é dado por:
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.

Fazendo d = τ1−αd para cada parâmetro, reescrevemos o modelo como:



















DαE(t) = cT − µ2E + p3
E

E + f
+ s1

DαT (t) = r2T (1− bT )− a
ET

T + g2

, (2)

em que Dα é a derivada de Caputo de ordem α, 0 < α ≤ 1. O significado de cada
parâmetro é similar ao do modelo de ordem inteira (1).

3 Ponto de Equiĺıbrio e Estabilidade

Para entender a dinâmica de (2), primeiro encontraremos os pontos de equiĺıbrio do
sistema.

DαT (t) = 0 ⇔ T = 0 ou E =
r2 (1− bT ) (T + g2)

a

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0275 010275-2 © 2018 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0275


3

Se T = 0, E =
B +

√
B2 + 4AC

2A
solução da equação AE2 − BE + C = 0, em que

A = µ2 > 0, B = p3 + s1 − µ2f e C = s1f > 0.

Se E =
r2 (1− bT ) (T + g2)

a
com 0 < T ≤ 1

b
=⇒ F (T ) = δT 4+βT 3+℘T 2+ζT+θ = 0,

em que: δ = µ2r
2
2
b2 > 0, β = 2µ2g2r

2
2
b2 + acbr2 − 2µ2br

2
2
, ℘ = µ2r

2
2
+ abs1r2 + acr2bg2 +

µ2r
2

2
b2g2

2
+ap3r2b−4µ2r

2

2
bg2−acr2−afµ2r2b, ζ = 2µ2g2r

2

2
+as1r2bg2+afµ2r2+ap3r2bg2−

acr2g2 − 2µ2r
2

2
g2
2
b− as1r2 − afµ2r2bg2 − a2cf − ap3r e θ = µ2r

2

2
g2
2
+ afµ2r2g2 − r2g2as1−

ap3r2g2.
Nas Tabelas 1, 2, 3 e 4 apresentamos um estudo dos sinais das expressões de β, ℘, ζ,

θ, (3), (4), (6), (7) e (8), para existência de 1 ponto de equiĺıbrio positivo (tabela 2), 2
pontos (tabela 1), 3 pontos (tabela 3) e 4 pontos (tabela 4). Quando não indicado o sinal,
a expressão pode ser tanto positiva quanto negativa.

S =
3β − 8α℘

16α
, (3)

H = 256α2β2℘2 + 358α3β℘ζ + 4096α4℘θ + 4608α4ζ2 − 768α2β3ζ − 1536α3β2θ − 1024α3℘3, (4)

A =
5β2℘ζ + 3αβζ2− 4α℘2ζ − 9β3θ − 32αβ℘θ − 48α2ζθ

2 (β2α2 + 14αβ℘ζ + 16α2℘θ + 18α2ζ2 − 3β3ζ − 6αβ2θ − 4αζ3)
, (5)

P (A) =

(

8α℘− 3β2
)

16α
A2 +

(6αζ − β℘)

8α
A+

16αθ − ζβ

16α
, (6)

D =
3β − 16αθ

16α
, (7)

G = 1280α2β2℘ζ + 768α3βζ2 − 1024α3℘2ζ − 2304α2β3θ − 8192α3β℘θ − 12288α4ζθ. (8)

Na ausência do tumor (T = 0) o sistema tem um único ponto de equiĺıbrio P0 = (E0, 0),

em que E0 =
B +

√
B2 + 4AC

2A
. A matriz jacobiana associada a esse ponto é dada por:

J (E0, 0) =









−µ2 + p3
f

(E0 + f))2
c

0 r2 − a
E0

g2









.

Os autovalores dessa matriz são λ1 = −µ2 + p3
f

(E0 + f)2
e λ2 = r2 − a

E0

g2
.

Como

(E0 + f)2 =
B2

2A2
+

C

A
+

(p3 + s1)

2µ2

2

√

B2 + 4AC +
f

2µ2

√

B2 + 4AC +
p3f

µ2

+
s1f

µ2

>
p3f

µ2

,

então, λ1 < 0.

λ2 é negativo se, e somente se, R0 =
(r2 + 1) g2 − aE0

g2
< 1 e podemos enunciar o

teorema a seguir.
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Tabela 1: 2 pontos de equiĺıbrio positivos.
β ℘ ζ θ (3) (4) (6) (7) (8)
− + − + + −
− + − + − − −
+ + − + + + +
+ + − + + − +
+ + − + − − − +
+ − + + + + +
+ − + + + − − +
− + + + + + +
− + + + + − +
− + + + − − − +
+ − − + + +
+ − − + + − +
+ − − + + − − +
+ − − + − − +
+ − − + − − − +
− − + + + +
− − + + − +
− − − + + +
− − − + − +

Tabela 2: 1 ponto de equiĺıbrio positivo.

β ℘ ζ θ (3) (4) (6)

+ − + + −
− − + − + −
+ + + −
+ + − −
− + + − + −
− + + − − − −
− + − − + −
− + − − − − −
+ − − −
− − − −

Tabela 3: 3 pontos de equiĺıbrio positivos.

β ℘ ζ θ (3) (4) (6)

+ − + − + +

− − + − +

− + + − + + +

− + − − + + +

Tabela 4: 4 pontos de equiĺıbrio positivos.

β ℘ ζ θ (3) (4) (6)

− + − + + + +

Teorema 3.1. O ponto de equiĺıbrio do modelo livre de tumor (2) é local e assintotica-
mente estável se R0 < 1 e instável se R0 > 1.

Seja P = (E1, T1), em que T1 é solução de F (t) = 0 e E1 =
r2 (1− bT1) (T1 + g2)

a
, o

ponto de equiĺıbrio que caracteriza a presença de células cancerosas, a matriz jacobiana
associada a esse ponto é:

J (E1, T1) =









−µ2 + p3
f

(E1 + f)2
c

−a
T1

T1 + g2
r2 (1− 2bT1)− ag2

E1

(T1 + g2)
2









.

Tomando P1 = −µ2 + p3
f

(E1 + f)2
, P2 = r2 (1− 2bT1)− ag2

E1

(T1 + g2)
2
, m1 = −(P1 +

P2) e m2 = ac
T1

T1 + g2
, os autovalores são λ1,2 =

−m1 ±
√

m2

1
− 4m2

2
.
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Teorema 3.2. O ponto de equiĺıbrio que caracteriza a presença de tumor P = (E1, T1) é
estável se uma das seguintes condições é satisfeita:

• m1 > 0 e m2 > 0;

• m1 < 0, 4m2 > m2
1
e

∣

∣

∣

∣

∣

tan−1

√

4m2 −m2

1

m1

∣

∣

∣

∣

∣

>
απ

2
.

4 Simulação Numérica

Para as simulações numéricas utilizamos o método de Grünwald-Letnikov para equações
diferenciais fracionárias apresentado e discutido em [13] e os parâmetros do modelo fra-
cionário são os mesmos do modelo de ordem inteira. Com condições iniciais T (0) = 105

células e E(0) = 103 células [10] e, após várias simulações para diferentes valores de α,
exemplificamos com α = 0, 7; 0, 9 e 1.

Tabela 5: Definição dos parâmetros dos modelos (1) e (2) e valores usados em cada simulação, de

acordo com a referência [15].

definição sim. 1 sim. 2 sim. 3

µ2 taxa de mortalidade das células imunes
(

dia−1
)

0,03 0,03 0,03

p3 taxa de proliferação de E
(

dia−1
)

0,1245 0,1245 0,1245

f saturação para o termo de proliferação de E (células) 0,001 0,001 0,001

s1 termo da imunoterapia
(

células
dia

)

1 764,5072 100

c antigenicidade
(

dia−1
)

0,05 0,371 0,05

r2 taxa de crescimento do tumor
(

dia−1
)

0,18 0,0023 0,05230
1

b
capacidade de suporte do tumor

(

células−1
)

109 109 109

a termo de depuração do câncer
(

dia−1
)

1 38,004 2

g2 saturação para o termo de depuração de T (células) 105 105 105

0 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250

dias

0

50000

1e+005

1.5e+005

2e+005

c
é
lu

la
s

células imunes , α =1
células cancerosas, α =1
células cancerosas, α = 0.9
células imunes, α = 0.9
células imunes, α = 0.7
células cancerosas, α = 0.7

0 20000 40000 60000 80000

células imunes

0

50000

1e+005

1.5e+005

2e+005

c
é
lu

la
s 

c
a
n

c
e
ro

sa
s

α = 1
α =0.9
α = 0.7

Figura 1: Simulação 1: células × tempo (esquerda) e retrato de fase (direita).
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Figura 2: Simulações 2 (esquerda) e 3 (direita).

Na simulação 1 (Figura 1) após algum tempo, as oscilações não ocorrem mais, indicando
que a população de células cancerosas não cresce devido a atuação das células imunes,
caracterizando a dormência tumoral. Valores com ordens menores da derivada fracionária
descrevem uma melhor atuação das células imunes, pois verifica-se uma entrada mais
rápida do tumor em um estado de dormência.

Nas simulações 2 e 3 (Figura 2) podemos observar que ao diminuir a ordem da derivada
implica em uma convergência mais lenta ao ponto de equiĺıbrio.

5 Conclusão

Pelas simulações numéricas observamos que a ordem da derivada do modelo influen-
cia significativamente no comportamento e sobretudo no tempo de convergência para o
estado de equiĺıbrio. Este trabalho ajuda a mostrar a importância da modelagem fra-
cionária, pois temos infinitas escolhas de ordem de derivadas, as quais podem implicar
em interpretações mais adequadas de fenômenos biológicos. Os resultados encontrados
nas simulações numéricas corroboram com o estudo da estabilidade. E como continuidade
do trabalho o objetivo é fazer combinação de tipos diferentes de tratamentos e analisar a
complexidade do sistema biológico com eventuais dados cĺınicas desse tipo de tratamento
que ainda se encontra em fase experimental.
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[4] J. F. Gómez-Aguilar, H. Yépez-Mart́ınez, C. Calderón-Ramón, I. Cruz-Orduña and
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