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Resumo. Este trabalho apresenta a versao fracionaria de um modelo matematico para a
terapia génica no tratamento de cancer. Discute a andlise de estabilidade e traz simulagao
numérica utilizando o método de Griinwald-Letnikov para equacoes diferenciais fracionarias.
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1 Introducao

Cancer é um grande problema de saude publica em todo o mundo, resultado do cres-
cimento incontrolavel de células anormais que podem ser causadas, dentre outras, por
substancias quimicas, excesso de consumo de bebida alcodlica, radiacao solar e alteragoes
genéticas [15]. Para 2018 estima-se 600 mil novos casos da doenga no Brasil e 1,8 milhoes
nos Estados Unidos [5, 14].

Os tratamentos mais comuns do cancer sao a cirurgia, quimioterapia e radioterapia que
causam sérios efeitos colaterais no paciente [9,11,12]. Em fase de tratamento experimental
e ensaios clinicos a terapia génica apresenta pequenos efeitos colaterais tais como febre e
sintomas que se assemelham a um resfriado ou, se injetado, apresenta inchaco e inflamacao
local e é uma alternativa ou combinagao aos tratamentos mais comuns [3,15]. Em resumo,
a terapia génica é um tratamento baseado na introducao de genes sadios com uso de
técnicas de DNA recombinante para combater o cancer provocando a morte seletiva das
células tumorais [8, 15].

Este trabalho é baseado em [15] que propoe um modelo para terapia génica oriundo
do modelo Kirschner-Panetta (KP).

Com o objetivo de capturar os efeitos de memoria, que sao detectados em quase todos
os sistemas biolégicos, e reduzir os erros causados pela negligéncia de parametros na
modelagem propomos a versao fracionaria desse modelo [1,2,6].
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2 O modelo

O modelo de terapia génica é dado por [15]:

dE E

— =7l —xFE

a © 2 +p3E+f
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— =mT(1-bT)—a

dt "2 ( ) aT—l—gg

em que E(t) é a concentracao de células imunes e T'(t) de células tumorais no tempo t. ¢
é o termo de antigenicidade do tumor, s representa a taxa de mortalidade natural das
células imunes, p3 a taxa de proliferacao de E, 51 é o termo de imunoterapia representado
pela introdugao de células LAK e TIL no local do tumor de um paciente, 75 é a taxa de
crescimento das células cancerosas, % ¢é a capacidade de suporte das células tumorais e @
é o termo de depuracao do tumor.

Em (1) a dimensao de % é [tempo] ™!, na versdo fraciondria a dimensdo de Cji—(;, com
0 < o <1, é [tempo] @, para que ambos lados de cada equagao tenham mesma dimensao
tomamos um parametro 7 de dimensao [tempo] que resulta
[2,4].

O modelo na sua versao fracionéria é dado por:

11 = ia na unidade [tempo~?]
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Fazendo d = 717%d para cada parametro, reescrevemos o modelo como:

DeE(t) =T — uo B + + s
() 2 p3E+f 1
(2)
DeT(t) =roT (1 =0T) —a ET
T+ go

em que D® é a derivada de Caputo de ordem «a, 0 < o < 1. O significado de cada
parametro é similar ao do modelo de ordem inteira (1).

3 Ponto de Equilibrio e Estabilidade

Para entender a dinamica de (2), primeiro encontraremos os pontos de equilibrio do
sistema.

r2 (1= bT) (T + g2)

DT(t)=0<T=0o0u FE =
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B+ VB?%+4AC
SeT =0, F = i 5 + solucao da equacdo AE? — BE + C = 0, em que

A
A=ps>0,B=p3s+s1—pu2feC=sf>0.
1-bT) (T
Sep — 21 (T +g2) com 0 < T < & = F(T) = 6T+ BT3+ T2 +(T+6 = 0,

em que: 0 = ,ugrng g 0, 8= 2,[12927’%132 + acbry — 2,ugbr%, o= ,ugr% + absiry + acrobgs +
,ugrngg% —|—CLp3T2b—4M2T%b92 —acro—afpareb, ¢ = 2pgggrg +asi1robgo+afpore +apsrabgs —
acrags — 2uar3g3b — asiry — af parabgs — acf — apsr e 0 = porigs + afuorags — ragaasi —
apsr2gz.

Nas Tabelas 1, 2, 3 e 4 apresentamos um estudo dos sinais das expressoes de 3, @, (,
6, (3), (4), (6), (7) e (8), para existéncia de 1 ponto de equilibrio positivo (tabela 2), 2
pontos (tabela 1), 3 pontos (tabela 3) e 4 pontos (tabela 4). Quando nao indicado o sinal,
a expressao pode ser tanto positiva quanto negativa.

3B —8ap

3
16« ( )
H = 2560°3%p* + 358a°BpC 4 40960 pf + 46080 ¢? — 76802 53¢ — 153602520 — 10240 0>, (4)

S

5820C + 308¢2 — dap®C — 9630 — 320800 — 4802(H

A=3 (5202 + 14aBpC + 160200 + 18a2(2 — 383¢C — 60,320 — 4ac3)’ (5)
~ (Bap—38%) ., (6aC—Bp) , 1608 — (B
P(4) = 160 AT 8a At 16ac ' (6)
~ 3B —16a0
T @

G = 128002 5% p¢ + 7680 B¢% — 102403 0% ¢ — 23040320 — 81920 fph — 12288a2¢H. (8)

Na auséncia do tumor (7" = 0) o sistema tem um tinico ponto de equilibrio Py = (Ep,0),

B+ VB2 +4AC
em que Fy = + 2A+ . A matriz jacobiana associada a esse ponto é dada por:
—p2 T P35 c
J (Eg,0) = (Eo + [)) .
0
0 Ty —a—
92
N Ey
Os autovalores dessa matriz sdo A\ = —puo +p3———5 € Ao =179 —a—.
(Eo + f) 92
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B? C + s S
ot = 2 4@y ta) ey L prraac L S pf
242 A 213 2412 M2 H2 o p2
entao, A\; < 0.

(ro+1) g2 — aEy
92

Ao é negativo se, e somente se, Ry = < 1 e podemos enunciar o

teorema a seguir.
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Tabela 1: 2 pontos de equilibrio positivos.

Ble ¢ |0 1B |[@]6)]@)]®)

-+ -[+[+ —

T+ =TT+ T+ [+ Tabela 2: 1 ponto de equilibrio positivo.
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Tabela 3: 3 pontos de equilibrio positivos.

0 | (3 4 6
f_ ? 5_ — ) g_) g_) Tabela 4: 4 pontos de equilibrio positivos.
i ’ P ol [0 ® @]
T - T+ ¢ |+ =] +|+ |+ |+
|+ ==+ |+ |+

Teorema 3.1. O ponto de equilibrio do modelo livre de tumor (2) € local e assintotica-
mente estdavel se Ry < 1 e instdavel se Ry > 1.
) ) N ro (1 —017) (17 +
Seja P = (FE1,T1), em que T} é solugdo de F(t) =0e E; = 2 D (T g2)7 o
a
ponto de equilibrio que caracteriza a presenca de células cancerosas, a matriz jacobiana

associada a esse ponto é:

—H2 +p3# ¢
J(Eth) — (T11‘|‘f) B,
—a T2 (1 — 2bT1) — aggiz
Ti + g2 (T1 + g2)
Eq
Tomando P; = —pug + p3———, Po =19 (1 — 2bT1) — agg————, m1 = —(P1 +
(E1 + f)? (T + go)°

5 —mli\/m%—élmg
Py) e mg = ac , os autovalores sao Aj o = 5 .

11 + g2
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Teorema 3.2. O ponto de equilibrio que caracteriza a presenca de tumor P = (Fy,Ty) é
estdvel se uma das sequintes condigoes € satisfeita:

e m; >0 emg >0

2
1 VAme —my

m1

e m; <0, 4mo >m% e |tan™

4 Simulagao Numérica

Para as simulacoes numéricas utilizamos o método de Griinwald-Letnikov para equacoes
diferenciais fracionarias apresentado e discutido em [13] e os parametros do modelo fra-
ciondrio sdo os mesmos do modelo de ordem inteira. Com condigoes iniciais 7'(0) = 10°
células e F(0) = 103 células [10] e, apds varias simulacdes para diferentes valores de a,
exemplificamos com o = 0,7; 0,9 e 1.

Tabela 5: Defini¢ao dos parametros dos modelos (1) e (2) e valores usados em cada simulagéo, de
acordo com a referéncia [15].

definicao sim. 1 | sim. 2 sim. 3
2 | taxa de mortalidade das células imunes (diafl) 0,03 0,03 0,03
Ps | taxa de proliferacio de E (dia ') 0,1245 | 0,1245 0,1245
f | saturacao para o termo de proliferagao de E (células) | 0,001 | 0,001 0,001
51 | termo da imunoterapia <%) 1 764,5072 | 100
¢ | antigenicidade (dia™") 0,05 |0,371 0,05
T3 | taxa de crescimento do tumor (diafl) 0,18 0,0023 0,05230
% capacidade de suporte do tumor (Células_l) 107 10? 107
a | termo de depuracao do cancer (diafl) 1 38,004 2
g2 | saturagao para o termo de depuracao de T' (células) 10° 10° 10°

2e+005
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Figura 1: Simulacdo 1: células x tempo (esquerda) e retrato de fase (direita).
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Figura 2: Simulagoes 2 (esquerda) e 3 (direita).

Na simulagao 1 (Figura 1) apds algum tempo, as oscilagoes nao ocorrem mais, indicando
que a populacao de células cancerosas nao cresce devido a atuagao das células imunes,
caracterizando a dorméncia tumoral. Valores com ordens menores da derivada fracionaria
descrevem uma melhor atuacdo das células imunes, pois verifica-se uma entrada mais
rapida do tumor em um estado de dormeéncia.

Nas simulagoes 2 e 3 (Figura 2) podemos observar que ao diminuir a ordem da derivada
implica em uma convergéncia mais lenta ao ponto de equilibrio.

5 Conclusao

Pelas simulacoes numéricas observamos que a ordem da derivada do modelo influen-
cia significativamente no comportamento e sobretudo no tempo de convergéncia para o
estado de equilibrio. Este trabalho ajuda a mostrar a importancia da modelagem fra-
ciondria, pois temos infinitas escolhas de ordem de derivadas, as quais podem implicar
em interpretagoes mais adequadas de fenomenos biolégicos. Os resultados encontrados
nas simulagoes numéricas corroboram com o estudo da estabilidade. E como continuidade
do trabalho o objetivo é fazer combinacao de tipos diferentes de tratamentos e analisar a
complexidade do sistema biolégico com eventuais dados clinicas desse tipo de tratamento
que ainda se encontra em fase experimental.
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