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No estudo das funcoes de LP, sdo essenciais as propriedades que uma classe de funcoes
denominadas regularizantes possui. Essas funcoes tem a propriedade de, quando con-
voluidas com uma fungéo de LP, dar origem a uma funcao de LP que é de classe C'°°. Tal
regularizacao tem intmeras aplicagoes tanto na teoria da Andlise Funcional, haja visto que
muitas das propriedades das fungoes C'°° sao transferidas por tal processo para fungoes
menos regulares, quando em processamento de sinais digitais.

Espacgo L*

O espaco LP é um conjunto de fungdes que possuem boas propriedades de mensurabi-
lidade, cujas integrais em um certa poténcia p convergem. Esse espaco tem estrutura de
espaco vetorial normado e sera definido a seguir.

Definigao 1. Seja (2, M, i) um espago de medida. Defina-se o espago LP(Q2, M, 1) por:
LP(A M, p) :={f: Q—=R; fémensuravel e ||f||, < oo}, (1)

1/p
onde |||, = (/mp du) .

Para facilitar a nomenclatora, LP(§2, M, u) serd representado por LP(u), LP(€2) ou
simplesmente por LP.

Convolucao

Considere inicialmente duas fungoes f e g. Serd visto aqui o conceito que permite
por meio dessas fungoes dar origem a uma terceira que mantem boas propriedades das
originais.

Definicao 2. Seja f € L'(RY) e g € LP(RY). Defina-se a convolucdo de f e g por:
(Fea)@) = [ 1= natay. )

Tal integral é definida se y — f(x —y)g(y) € integrdvel para todo x € RV,

Note que, devido a Desigualdade de Holder a integral acima estd bem definida para
quase todo x.
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Funcgoes Regularizantes

Definicao 3. Uma sequéncia de fun¢oes regularizantes (p,)n>1 € uma sequéncia de
funcoes pn : RN — R que satisfazem:

() pn € C2(RY). (i) [ pn=1.
(ii) supp(pn) C B(0,1/n). (iv) pn =0 em RV,

Sera utilizada a notac@o (p,) para denotar uma sequéncia de fungoes regularizantes.

Os resultados a seguir mostram que o processo de convolugao de fungoes de LP com
funcoes regularizantes da origem a fungdes C*°, as quais, na norma de LP, estao proximas
da fungao original. Por meios dos resultados abaixo é possivel garantir tal resultado.

Proposicao 1. Seja f € C(RN) N L>®RYN). Entao (p, x f) — f uniformemente em
n o

compactos do RN .

Proposigao 2. Seja f € LP(RY), com 1 < p < co. Entdo (pp * f) —— f em LP(RYN).
n—oo

Demonstracdo. Seja f € LP(RY). Dado € > 0, considere f; € C.(RY) de modo que
Ilf — fillp < &, sendo C.(R™) denso em LP(RY) com 1 < p < oo. Pela Proposicio 1
sabe-se que (p, * f1) — f1 uniformemente em todo conjunto compacto de RY. Por outro
lado, sabendo que supp(fxg) C supp(f) + supp(g), para f € L'(R™) e g € LP(RY), segue
que:

supp(ppn, * f1) € B(0,1/n) + supp(f1) C B(0,1) + supp(f1), (3)

o qual é um conjunto compacto. Segue que:

(on* f1) = fill ——= 0. (4)

Tomando (pn * f1) — f = [pn * (f = f1)] + [(pn x f1) = fil + [/i — f] entdo
(on * f1) = fllp < 2/1f = fullp + [|(pn * f1) = f1llp. Portanto, como:

limsup [|(pn * ) = fllp < 2¢, (5)

para todo € > 0, segue que, lim [[(p, * f) — f||, = 0. O que conclui a demonstracao. M
n—oo
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