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No estudo das funções de Lp, são essenciais as propriedades que uma classe de funções
denominadas regularizantes possui. Essas funções tem a propriedade de, quando con-
volúıdas com uma função de Lp, dar origem a uma função de Lp que é de classe C∞. Tal
regularização tem inúmeras aplicações tanto na teoria da Análise Funcional, haja visto que
muitas das propriedades das funções C∞ são transferidas por tal processo para funções
menos regulares, quando em processamento de sinais digitais.

Espaço Lp

O espaço Lp é um conjunto de funções que possuem boas propriedades de mensurabi-
lidade, cujas integrais em um certa potência p convergem. Esse espaço tem estrutura de
espaço vetorial normado e será definido a seguir.

Definição 1. Seja (Ω,M, µ) um espaço de medida. Defina-se o espaço Lp(Ω,M, µ) por:

Lp(Ω,M, µ) := {f : Ω→ R; f é mensurável e ||f ||p <∞}, (1)

onde ||f ||p =

(∫
|f |p dµ

)1/p

.

Para facilitar a nomenclatora, Lp(Ω,M, µ) será representado por Lp(µ), Lp(Ω) ou
simplesmente por Lp.

Convolução

Considere inicialmente duas funções f e g. Será visto aqui o conceito que permite
por meio dessas funções dar origem a uma terceira que mantem boas propriedades das
originais.

Definição 2. Seja f ∈ L1(RN ) e g ∈ Lp(RN ). Defina-se a convolução de f e g por:

(f ? g)(x) =

∫
RN

f(x− y)g(y)dy. (2)

Tal integral é definida se y 7→ f(x− y)g(y) é integrável para todo x ∈ RN .

Note que, devido à Desigualdade de Hölder a integral acima está bem definida para
quase todo x.
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Funções Regularizantes

Definição 3. Uma sequência de funções regularizantes (ρn)n>1 é uma sequência de
funções ρn : RN → R que satisfazem:

(i) ρn ∈ C∞c (RN ).

(ii) supp(ρn) ⊂ B(0, 1/n).

(iii)
∫
ρn = 1.

(iv) ρn > 0 em RN .

Será utilizada a notação (ρn) para denotar uma sequência de funções regularizantes.

Os resultados a seguir mostram que o processo de convolução de funções de Lp com
funções regularizantes dá origem a funções C∞, às quais, na norma de Lp, estão próximas
da função original. Por meios dos resultados abaixo é posśıvel garantir tal resultado.

Proposição 1. Seja f ∈ C(RN ) ∩ L∞(RN ). Então (ρn ? f) −−−→
n→∞

f uniformemente em

compactos do RN .

Proposição 2. Seja f ∈ Lp(RN ), com 1 6 p <∞. Então (ρn ? f) −−−→
n→∞

f em Lp(RN ).

Demonstração. Seja f ∈ Lp(RN ). Dado ε > 0, considere f1 ∈ Cc(RN ) de modo que
||f − f1||p < ε, sendo Cc(RN ) denso em Lp(RN ) com 1 6 p < ∞. Pela Proposição 1
sabe-se que (ρn ? f1)→ f1 uniformemente em todo conjunto compacto de RN . Por outro
lado, sabendo que supp(f ?g) ⊂ supp(f) + supp(g), para f ∈ L1(RN ) e g ∈ Lp(RN ), segue
que:

supp(ρn ? f1) ⊂ B(0, 1/n) + supp(f1) ⊂ B(0, 1) + supp(f1), (3)

o qual é um conjunto compacto. Segue que:

||(ρn ? f1)− f1|| −−−→
n→∞

0. (4)

Tomando (ρn ? f1) − f = [ρn ? (f − f1)] + [(ρn ? f1) − f1] + [f1 − f ] então
||(ρn ? f1)− f ||p 6 2||f − f1||p + ||(ρn ? f1)− f1||p. Portanto, como:

lim sup
n→∞

||(ρn ? f)− f ||p 6 2ε, (5)

para todo ε > 0, segue que, lim
n→∞

||(ρn ? f)− f ||p = 0. O que conclui a demonstração. �
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