Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVIIIl CNMAC, Campinas - SP, 2018.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

O Método dos Elementos de contorno com Integracao Direta
por funcoes de base radial na solucao do problema de Laplace
em meios suavemente nao homogeneos

Hercules de Melo Barcelos!

Programa de Pés Graduagao em Engenharia Mecanica, PPGEM/UFES, Vitéria, ES
Instituto Nacional de Metrologia, Qualidade e Tecnologia, INMETRO, Duque de Caxias, RJ
Carlos Friedrich Loeffler?

Programa de Pés Graduagao em Engenharia Mecanica, PPGEM /UFES, Vitéria, ES

Joao Paulo Barbosa?

Programa de P6s Graduagdo em Engenharia Mecanica, PPGEM/UFES, Vitéria, ES
Instituto Federal do Espirito Santo, IFES, Sao Mateus, ES

Resumo. Este artigo apresenta a modelagem e aplicagao da técnica de Interpolagao Direta
do Método dos Elementos de Contorno com funges de base Radial (MECID) abordando
problemas escalares governados pela Equacao de Laplace em que o meio é suavemente nao
homogéneo, ou seja, as propriedades constitutivas sao conhecidas e variam de acordo com
uma funcao conhecida. Tais problemas interessam a sismica de prospecgao e também as
andlises da percolacdo em meios porosos [5]. Comumente os problemas dessa natureza
sao tratados por métodos que empregam discretizacao de dominio, como o Método dos
Elementos Finitos e o Método das Diferencas Finitas. Aqui, com o recurso da formulacao
MECID, pode-se transformar a integral de dominio referente a nao homogeneidade do meio
numa integral de contorno, aproveitando-se das facilidades operacionais dai advindas.

Palavras-chave. Problema de Laplace nao homogéneo, Esquema de Regularizagao, Método
dos Elementos de Contorno com Interpolagao Direta, Fungoes de Base Radial.

1 Introducao

As formulagoes classicas do Método dos Elementos de Contorno utilizam equagoes in-
tegrais nas quais fungoes auxiliares chamadas de solugoes fundamentais sao utilizadas [3].
Estas funcoes sao obtidas pela solucao de problemas correlatos, nos quais uma fonte ou
acao concentrada ¢é aplicada num ponto especifico de um dominio infinito ou semi-infinito.
Contudo, muitos problemas de interesse pratico sao expressos por equagoes diferenciais
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cujos operadores nao sao auto-adjuntos ou a sua integral inversa exige uma dedugao com-
plicada; tais dificuldades, aliadas aos problemas de custo no processamento computacional,
tornam as formulagoes classicas pouco atraentes.

Assim um esforgo significativo tem sido despendido na obtencao de formulagoes do
MEC mais flexiveis e também menos custosas. Boa parte deste esforgo direciona-se ao
desenvolvimento de formulactes baseadas na utilizagao de aproximagoes com funcgoes de
base radial [4,6,7]. Uma das razoes se refere ao fato de toda uma geracao de métodos do
tipo meshless, relacionados ao método dos elementos finitos tem demandado estudos sobre
as mais diversas classes de fungoes dessa natureza. Nesse sentido, uma primeira grande
contribuicdo veio com o desenvolvimento da formulacao do Método dos Elementos de Con-
torno com Dupla Reciprocidade (MECDR), proposta por [8]. Tal formulac¢ao tornou mais
acessivel a simulacao de casos transientes, problemas de valores caracteristicos, problemas
de resposta dinamica e problemas com a presenga de fontes ou agoes de dominio, usando
uma solucao fundamental mais simples. Apesar de bons resultados, o MECDR é exposto
a certas imprecisoes numeéricas.

Neste trabalho, propos-se uma aplicacao inovadora da literatura baseada na busca de
solugoes de problemas postos em dominios heterogéneos, utilizando para isto as funcoes
radiais em conjunto com o Método dos Elementos de Contorno com Interpolacao Direta
(MECID) [1,6]. O MECID néao requer a construgao de duas matrizes auxiliares multi-
plicando as matrizes classicas de elementos limite H e G como ocorre na MECDR, o que
reduz o custo computacional. Somente a transformacao de uma integral de dominio em
uma integral de contorno faz o MECID ser diferente de um procedimento de interpolacao.

O procedimento MECID foi testado em problemas de Poisson e problemas de Helmholtz
[1] apresentando sucesso. Ao contrario do MECDR, o nicleo da integral do dominio
¢é interpolado, incluindo a solucao fundamental; assim, a coincidéncia nas posi¢oes dos
pontos de origem £ e os pontos de campo X produziria uma singularidade, que é evitada
com um procedimento de regularizagao [2].

Este trabalho mostra a aplicacdo do MECID para um problema de interesse, tanto
na engenharia quanto na fisica matematica, onde casos em que o meio é heterogéneo [5],
requerem uma estratégia particular para sua solugao em termos de integrais de contorno.

2 Formulacao Integral
Considere o caso em que atue um potencial escalar u(X) em meio heterogéneo, irrota-

cional e isotrépico, sem fontes e em regime estacionario. Neste caso, a equagao de governo
¢é dada por:

[K(X)u; (X)],=0. (1)
Admitindo-se o meio representado por uma funcao isotrépica K (X), onde X = X (z1, z2),

pode-se transformar a equagao diferencial dada pela equagao (1) numa forma integral in-
versa [3], ou seja:
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/Q W(X) K (X (€ X)dUX). 2)

Na equagao (2), u* é a solugdo fundamental e q* é a sua derivada direcional normal,
que se expressam por:

W (6X) = —gtnlr (6 X0 (%) = 5 PEX) ®)

Verifica-se que permanece apenas uma ultima integral de dominio na equagao (2), que
¢é devidamente operacionalizada segundo o procedimento MECID, mostrado a seguir.

3 Aplicacao do procedimento MECID com regularizacao

Pela equagao (2), pode-se observar que o termo do lado direito da igualdade corres-
ponde a uma integral de dominio, com isto [6] propoe que:

[w(X) — w(€)]Ki(X)ui(& X) = F(X; X7) o, (4)

A equagao (4) corresponde a interpolacao do niicleo da integral de dominio regularizada
[2], evitando estratégicamente a coincidéncia dos pontos base com os de campo. Desta
maneira a equagao (2) fica:

(K (©u(e) + /

i u(X)[K(X)q" (& X)ldI'(X) — /F(J(X)[K(X)U*(é; X)dl'(X) =

ol [ PG00 + [ w06 X)dAX). (5)
Q Q

A funcio de base radial F7(X; X7) utilizada neste trabalho serd a conhecida fungao
de placa fina [4,7], sendo expressa por:

FI(X; XT) = r(X; XD)In[r(X; X7)]. (6)

O argumento de qualquer funcao radial é composto pela distancia euclidiana (X ; X7),
que caracteriza as posicoes do ponto bases X7 com relacio ao ponto campo X do dominio
Q(X). Durante a aplicagdo do MECID, utiliza-se uma fungao de interpolagao primitiva
7 (X; X7) relacionada & funcao F7(X; X7), desta maneira a integral de dominio expressa
pelo primeiro termo a direita da igualdade em equagao (5) passa a ser desenvolvido con-
forme se segue:

faﬂ'/Fﬂ‘(X;Xj)dQ(X) :5aj/wf;i(X;Xj)dQ(X):éaj/zp’ji(X;Xj)nidP(X) =
Q Q T
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€ad | mi(x: X7 .
/F 7 (X; X7)dD(X) (7)

Retornando a equagao (5), o ultimo termo do lado direito pode ser transformado numa
integral de contorno, usando-se os recursos operacionais classicos do MEC, o que resulta
em:

/ K () X)d0(X / K(X)u% (€ X)ng(X)dD(X) + () K(E)u(©). (8)

Substituindo as equacgoes (7) e (8) na equagao (5) e utilizando os procedimentos de
discretizagdo do MEC, em que sdo considerados n pontos fonte, entre valores internos e
pontos nodais de contorno, chega-se a seguinte equagao matricial (9), cujo detalhamento
operacional pode ser colhido nas referéncias [1,6].

HH.. Hln up GH.. Gln q1 1a1.. lam N1 Z1

H,1.. Hpnl (uy Gni-- Gpnl |4, nol.. ra™| | N, I,
Sendo que Z, vale:
Z K'Gi + ..+ K"Gyy, 0 u;

| = . (10)
Zn 0... K'Gp + ..+ K"Gpp | |un

J4 os coeficientes o’ sdo as incégnitas, obtidas através da solucio do seguinte sistema
de equacoes algébricas, em que a solucdo fundamental figura numa matriz diagonal ¢A
caracteristica para este problema:

[Fo] = [F]7'[FA][Flo = [F] 7 [*A][u]. (11)

Conforme a equagao (11), para cada ponto fonte, demostra-se que é possivel alterar a
ordem do produto matricial que aparece no lado direito da equacao (10), explicitando u
nos nos, de modo que:

Ac=[N1 .. Nyl | : |. (12)

Entao, o valor de cada termo A¢ pode ser explicitado em termos dos potenciais u(X)
nos pontos nodais da seguinte forma:

Ay [—S9tA2... — S, 1A".. SplA™ u;
= .. S (13)
A, SlnAl.. [—SlnAl... — Sn_lnAnil] u,
Logo o sistema matricial final para a solu¢do do problema de Laplace ndo homogéneo
pode ser escrito como:
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Hy.. Hip| |w Gii.. G| |qg Wii.. Wil [wm
. : - = . i (14)
Hnl . Hnn Uy Gnl . Gnn q, Wnl .- Wnn Uy,

4 Exemplo de Simulacao Numérica:

Considere o problema apresentado na figura (1), que pode ser interpretado fisicamente
como uma barra engastada em x=0 e derivada direcional do potencial nao nula, prescrita
em x=L. Tal problema é modelado conforme a equagao (1) e sua propriedade constitutiva

vale:
mIq
Kzl,zg = Ko + KOT (15)
Iv afl
Axs ¢
‘\' 2
'y ) =
) >
™ —
W u=07% Ky, x2) -> u _ 1
\ * d‘r.
R
N —-
¥ - >
du X
dan B
L

Figura 1: Regido de geometria quadrada e suas condigdes de contorno para o exemplo 1

Na equacao (15), Ky representa o médulo de Young, m o coeficiente de rigidez, L o
comprimento e W a largura com ambos valendo 1. O valor da solucao analitica para este
modelo proposto vale:

L(1 —i—m)ln [L—i—mml} '

N (16)

U(zy,20) = m

Define-se o erro global conforme a equagao (18). As derivadas normais na diregao o
sao nulas (figura (1)), mas nao a derivada na diregao z1 (vide equagao(17)).

ou(0,22)  L(1+m)

= — . 17
8331 L ( )
100 <= | analit — num
_ - 18
eg% n analit i (18)

Todo o potencial é medido em 1 > 0 e a derivada em x; = 0, onde apresentou-
se bons resultados do potencial no contorno e sua derivada na figura (2), destacando-se
a combinacao entre o refinamento do contorno e pontos internos para a boa precisao.
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Na figura (3) tém-se (A) onde sao apresentados os valores de potencial interno, e (B)
apresentando uma malha mais refinada, contendo 640 elementos de contorno e 400 pontos
internos, aqui o gradiente do potencial é elevado aumentando m (vide equacao (17)).
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Figura 2: (A)Potencial no contorno para x > 0 e (B) Derivada em =0
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Figura 3: (A)Potencial no interior e (B) Erro medido na malha com 640 elementos, 400 pontos

internos e valores crescentes de m

5 Conclusoes

A formulacao MECID tem demonstrado um desempenho bastante satisfatério, tanto
em problemas escalares com fontes ou acoes de dominio quanto para casos onde se pro-
curam obter valores de frequéncias naturais, além das respostas no dominio da frequéncia
[1,6,7]. Neste trabalho, onde apresentaram-se os resultados iniciais da aplicagao da for-
mulagao em problemas estaciondarios e suavemente nao homogéneos, a MECID repetiu seu
bom desempenho, entregando resultados animadores além de mostrar-se de facil imple-
mentagao computacional.
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A simplicidade do modelo matematico expresso pela MECID contrasta com outras
formulagées do Método dos Elementos de Contorno. A solugao fundamental utilizada é
elementar - pois é a solucao fundamental relacionada ao problema de Laplace com meio
completamente homogéneo - e o tratamento da nao homogeneidade pode ser feito de
modo acessivel através de um procedimento de interpolacao, no qual se ressalta o uso de
uma funcgao primitiva que permite a transformacao da integral de dominio numa integral
de contorno. As possiveis singularidades que ocorreriam no processo de interpolagao pela
coincidéncia de localizagao entre os pontos interpolantes, os pontos fonte e os pontos campo
[3,8] foram eliminadas pelo processo de regularizagao. Vale destacar que é de praxe todos
estes pontos se posicionarem nos nés geométricos, situados nas extremidades dos elementos
de contorno lineares aqui utilizados, para economia de processamento computacional.

Esta nova aplicacado do MECID confirmou o ja observado previamente em outras
andlises onde o refinamento do contorno é importante, mas é preciso se fazer acompa-
nhar de pontos interpolantes no interior para que se garanta a precisao e a convergéncia
monotonica das curvas de erro. Salienta-se ainda que a distribuicao dos pontos internos
deva ser feita o mais homogeneamente possivel, para garantir os melhores resultados.
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