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Resumo. Este trabalho apresenta o desenvolvimento de uma nova formulacao integral
associada a Equacao de Helmholtz, para isto, aplica-se a técnica de integracao direta com
fungoes de base radial do Método dos Elementos de Contorno. Este novo desenvolvimento
evita a singularidade produzida na solugao fundamental pela coincidéncia entre os pontos
fonte, os pontos campo e os pontos base através de uma estratégia baseada na escolha de duas
fungoes auxiliares na formulagao integral, onde tém-se a solugao fundamental de Poisson e a
fungao dada pelo Tensor de Galerkin. A formulacdo proposta apresentou melhores resultados
do que a formulacdo anterior na simulacao de problemas bidimensionais de varredura de
frequéncias, recuperando os pontos de ressondncia com maior precisao e apresentando erros
menores na amplitude das respostas para diferentes valores de frequéncias de excitagao.

Palavras-chave. Problema de Helmholtz, Método dos Elementos de Contorno com Inter-
polacao Direta, Esquema de Regularizagao, Fungoes de Base Radial.

1 Introducao

Os casos regidos pela Equacao de Helmholtz [5] tém grande destaque no contexto da
teoria do campo escalar, pois se relacionam a andlise da resposta acustica no dominio da
frequéncia.

Existem algumas formulacoes do Método dos Elementos de Contorno (MEC) voltadas
para solucao deste problema. A primeira delas usa uma solugao fundamental dependente
da frequéncia de excitacdo [2]; mas, apesar da sua elegancia, apresenta dificuldades re-
lacionadas ao custo computacional e ao fato de lidar com aritmética complexa. Uma
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segunda formulagao neste contexto é a técnica de Dupla Reciprocidade (MECDR) [8] que
usa fungoes radiais para solucao da integral de dominio relacionada a inércia. Contudo, a
MECDR apresenta imprecisoes numéricas, principalmente devido a sensibilidade no con-
dicionamento matricial.

Mais recentemente foi desenvolvida uma nova técnica (MECID), que também usa
funcoes de base radial, mas aproxima diretamente todo o ntucleo da integral de dominio,
de forma semelhante ao que se faz numa interpolacao [6,7]. Para evitar uma singularidade
quando o ntcleo de integral relacionado a inércia do sistema é aproximado pelo procedi-
mento usual de discretizagdo do MEC, um esquema de regularizagao inspirado na ideia de
Hadamard [1] foi aplicado com sucesso. Experiéncias computacionais mostraram que uma
gama maior de diferentes funcoes radiais pode ser usada sem problemas de instabilidade
numérica.

Como resultado do aprimoramento da MECID, apresenta-se aqui uma formulacao al-
ternativa em que o termo integral relacionado a inércia esta autorregularizado. Para ilus-
trar seu desempenho, resolve-se um problema no qual as amplitudes locais do potencial
e as condicoes de ressonancia sao examinadas, usando-se o procedimento de varredura de
frequéncias. Faz-se a devida afericdo de desempenho comparando-se a solugao numérica
da MECID com a respectiva solucao analitica.

2 Formulacao Integral da equacao de Helmholtz

Usando notacao indicial, a Equagao de Helmholtz pode ser expressa pela equacao (1).

uzi(X) = —du(X). (1)

Na equacao (1) A é um escalar, que fisicamente corresponde ao quadrado da frequéncia
de excitagao w dividido pelo coeficiente de rigidez K (Bulk Modulus). Considerando-se
um dominio bidimensional homogéneo e isotrépico (X)), limitado pelo contorno I'(X),
onde X = X, ., as condigdes de Dirichlet u(X) sao prescritas em I',(X) e as de Neumann
q(X) em um contorno complementar I'(X).

Na formulagao aqui proposta, estabelece-se como funcao auxiliar junto a forma integral
da equacgao de governo a seguinte fungao b*(§; X)) conforme equagao (2).

b*(& X) = u(§X) — AGT(& X). (2)

A funcgao auxiliar b*(&; X) é composta por duas fungoes: a solu¢ao fundamental rela-
cionada ao problema de Poisson somada a funcao G*(&; X), que é o Tensor de Galerkin
associado a u*(&; X)), ou seja, sua primitiva [3]. Tais fungoes sao dadas pela equagao (3).

WG X) =~ bl (§ X)) GUEX) = [PHEX) & X)) ()

Entao, a equagao integral (2) pode ser reescrita conforme a equagao (4).

/u,ii(X)u*(g; X)dQUX) — /\/ uii(X)G* (& X)dQUX) =
Q Q
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Y / w(X ) (€ X)dQX) + A / W(X)AG™ (& X )dOUX). (@)
Q Q

Para deduzir a forma integral do contorno inversa sao realizadas integrais por partes
e o Teorema da Divergéncia é devidamente aplicado [3]. Esses procedimentos sao imple-
mentados tanto no lado direito quanto no lado esquerdo da equacdo (4), resultando na
equagao (5).

c(€u()+ [

(30 (& X)ar(x) - / ¢(X)u (& X)dT (X)+

r

A (- [ xare + [

u<X>s*<£;X>dr<X>) -
I

AZ/ u(X)G* (& X)dUX). (5)
Q
Duas novas funcoes foram introduzidas neste equacionamento pela equacao (6).

-1

X () = () = | o

]W(ﬁ;X)nz‘(X);

2in(r(§ X)) -1
8w

G Xmi(X) = 5°(6; X) = [ ] & X)mi(X). (6)

3 Aproximacgao por funcoes de base radial

O nicleo da integral de dominio do lado direito da equagao (5) é resolvido por apro-
ximacdo, usando funcdes de base radial F7(X; X7), onde o argumento destas funcdes é
composto pela distancia euclidiana entre os pontos de base X7 e os pontos de dominio
X [4]. O nucleo nao é singular quando os pontos fonte sao coincidentes com os pontos de
campo e, consequentemente, nao é necessario um procedimento de regularizacao.

Da mesma forma que o MECDR, o método proposto transforma a integral de dominio
em uma tinica integral de contorno usando uma funcao de interpolacao primitiva 17/ (X; X7),
cuja relacdo com a funcio radial F7(X; X7) é apresentada pela equacdo (7).

/Qu(X)G*(g;X)dQ(X) zﬁaﬂ'/

FIXX0)a0(X) = ol [ 04, X7)d(x) =
Q Q
ol [ 06X midr () = o [ (0 X)ar(x), (7)
r r
Para cada ponto fonte £ dado pela equacao (7) é feita uma varredura de todos os

pontos base X7 em relacdo aos pontos do dominio X, ponderados pelos coeficientes $a?.
Deve notar-se que o nimero de pontos base X7 deve ser igual aos valores nodais discretos.
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4 Procedimento de discretizacao

Usando o procedimento de discretizagdo padronizado do MEC, a forma da matriz
relacionada a equagao (5) é muito simples, resultando na equagao (8).

Hee.. 0O Uc Gee.o Oci qc Weeeo Ogi U, See-r O q.
. e . A . =2 . =
Hic.. Lii] |w Gic-- 0] |q; Wicee 0] [ Sic-- 0ii] |q;
1061.. 1Oém N1 A1
AL =1 |- (8)
ol o™ | Ny, A,

Os coeficientes das matrizes H e G dizem respeito a integragao de u* e ¢* na fronteira;
da mesma forma, os coeficientes de W e S dizem respeito a integracao de G* e S* na
fronteira; o vetor N7 representa a integracao do limite da funcao radial auxiliar /. Foram
introduzidos pontos internos de interpolacao para melhorar a aproximacgao da MECID.

Para os problemas de Helmholtz, o MECID deve considerar os valores nodais do poten-
cial u(X) explicitamente, mas na equacao (8) os valores nodais potenciais estao implicitos
no vetor A¢. O potencial u(X) deve ser explicito para permitir a construcao da matriz de
inércia. Para este fim, o vetor AS deve ser reescrito de acordo com a equagao (9).

Eal
Ae=[N1 .. Ny]| : |. (9)
éam

Os coeficientes ¢a’ podem-se ser calculados pelo seguinte esquema matricial represen-
tado pela equagao (10).

o] = [F]7HEA][Floc = [F] 1S A][u]. (10)

Deve-se ressaltar que usando o MECID regularizado a solugao fundamental compoe o
niicleo a ser interpolado. Na presente formulacdo, a matriz diagonal ¢A dada na equacio
(10) é composta pelo Tensor Galerkin. Apéds a implementacao dos devidos algebrismos ma-
triciais, o sistema de equagoes final, em que uma matriz de inércia aparece explicitamente,
pode ser escrito pela equagao (11).

Hcc .. Oci Uc Gcc .- Oci q. ch .- Oci U, Scc .. Oci q.
. |l = . S+ A .. =AM . | =
Hic.. Ij| |w Gic.. 03] |a; Wie.. 03| |w Sic.. 0] |a;

Mee.. Me| [ue

ML . (11)
Mic-- Mz u;
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5 Exemplo de aplicacao

Resolve-se uma membrana quadrada sujeita unicamente a condicoes de Dirichtlet, na
qual em uma das arestas hd um carregamento espacialmente senoidal, conforme mostra a
figura (1). Para cada frequéncia, o erro relativo médio é avaliado considerando em médulo
a diferenga entre valores numéricos e analiticos, dividida pelo valor analitico do potencial
em cada ponto interno.

A solucao analitica foi obtida pelo Método de Separacao de Varidveis e é dada pela
equagao (12), considerando valores unitérios para K e P.

Yy
1 N )
: u(x.1)=0 "\
p ::.-\
="
: =::_‘-. u(l,v)=
: u(0.y)=0 j=—=| Psen(my)
y =:-;.
’ ==
/ 7/
f Il
y u(x.0)=0 /
P A i i

X

Figura 1: Conformagao geométrica e condigdes de contorno do exemplo de aplicagéo.

w(z,y) = sin(zvw? — 72)sin(ry)
7 sin(vw? — 72) .

A varredura de frequéncias inicia-se a partir de m, evitando valores negativos nos
radicais da equagao (12). Por razoes de simplicidade, geralmente as caracteristicas das
malhas MEC estao indicadas nas figuras pela seguinte convengao: niimero de elementos
de contorno/ntimero de pontos de base internos.

(12)

Inicialmente comparou-se o efeito da discretizagao do contorno e da insercao de pontos
base dentro do dominio no procedimento MECID nao regularizado. Ambos os recursos
sao importantes para alcancar bons resultados e uma propor¢ao adequada entre eles leva
a uma simulagao eficiente. Pode-se verificar pela figura (2) que o desempenho é melhorado
tanto com o refinamento de malha quanto com a insergao de pontos internos interpolantes.
Estes ultimos tém grande importancia na melhoria dos resultados dentro de uma faixa de
frequéncias, mas somente com o refinamento da malha de contorno é possivel calcular
frequéncias mais altas com maior exatidao. Nota-se que para a malha mais fina com
324 elementos de contorno e 576 pontos de base internos, o erro relativo para a vigésima
frequéncia é de aproximadamente 1%.

As oscilagoes nas curvas de erro se devem pela proximidade entre a frequéncia de ex-
citacdo e uma frequéncia natural. Contudo, picos artificiais de ressonancia sao criados
devido & imprecisao numérica na representacao de propriedades constitutivas, particular-
mente a inércia do sistema.
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Figura 2: Curva de erro relativo para o MECID considerando diferentes malhas.

No segundo teste, mostrado na figura (3), compara-se o desempenho do MECID au-
torregularizado com o modelo classico regularizado, considerando a malha mais rica, com
324 pontos nodais no contorno e 576 pontos de base internos. Ha uma grande diferenca
no desempenho de ambas, com a formulacao proposta apresentando resultados superiores.

— Non-regularized

— Regularized

1 q
. 100,00 810 T
= '| }
2 10,00 H Iﬂ\
= |
£ 1.00 \vr\/wf\rull/‘i—/}‘&
(a7}
T 0,10 M
o
5

s 10 15 20
Frequéncia de excitagdo w

Figura 3: Comparacao do erro relativo entre as formulagoes autorregularizada e com regularizacao.

6 Conclusoes

Este artigo apresentou uma nova formulagao mais simples do que a formulagao MECID
regularizada, uma vez que elimina o procedimento de regularizacao cuja operacionalizagao
gera um sistema matricial relativamente mais elaborado.

Os resultados obtidos também mostram que o modelo autorregularizado foi bem suce-
dido em termos de precisdo, no intervalo de frequéncias de excitacdo analisadas. Além de
ser eficiente e elegante em evitar a singularidade no nicleo do dominio integral, o proce-
dimento de regularizacao foi mais robusto numericamente do que o modelo precedente.
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O modelo autorregularizado gera um sistema matricial final de forma diferente em
relagao as outras formulacoes dinamicas comuns, ja que agora duas matrizes estao relaci-
onadas aos efeitos inerciais. Assim, sua aplicacdo para outros problemas correlacionados,
como o problema de autovalor e o problema de resposta no dominio do tempo, exigirao
necessariamente alguma adaptacao ao modelo matematico apresentado.
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