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Resumo: FEste trabalho trata das diversas possibilidades de modelar a taxa de interacao em
modelos de biomatemdtica. Daremos énfase nos modelos do tipo presa-predador em que as taxas
de predacdo sao modeladas com t-normas. Essas sao operacoes que generalizam o produto, que
usualmente € a operacdo utilizada para representar taxas de interacdo em modelos populacionais
com duas ou, mais espécies. Assim, apesar da modelagem do sistema ser feita através de logica
fuzzy, as solugoes sao deterministicas.
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1 Introducao

Geralmente a interagdo entre espécies é dada pela “lei”de acdo de massas derivada da fisico-
quimica, que afirma que a taxa de colisdes moleculares de duas substancias quimicas é proporci-
onal ao produto das suas concentragoes ([3]). Com a finalidade de ampliar a forma de representar
as interagoes entre duas populacoes, nosso intuito é utilizar uma classe de operadores, chamados
t-normas no lugar da operacao produto, lembrando que esta é uma particular ¢-norma.

Existem diversos modelos que descrevem a dinanica populacional entre espécies, por exemplo
o modelo do tipo presa-predador, competicao e mutualismo entre espécies ([3]). Aqui daremos
énfase em modelos do tipo presa-predador de Lotka-Volterra.

2 Modelo Presa-Predador

O modelo classico presa-predador de Lotka-Volterra utiliza a hipdtese de que a taxa de predacao
estd relacionada com a probabilidade de um predador encontrar uma presa. O modelo é dado

por ([3, 7]);

dx
= ax — by
7 = —cytdry

sendo x, y o nimero (ou densidade) de presas e predadores, respectivamente; a > 0 a taxa de
crescimento de presas, ¢ > 0 a taxa de mortalidade de predadores, b > 0 a proporgao de sucesso
dos ataques dos predadores e d > 0 a taxa de conversao de biomassa das presas em predadores.
Os pontos de equilibrio do modelo sdo os pontos: P = (0,0) que é um ponto de sela instavel e
Q = (4, §) que é um centro neutro [2, 3, 7]. O plano de fase e a solugao de (1) podem ser vistos
nas Figuras 1 e 2.

Modelos de interacao tipo presa-predador devem satiszafer algumas hipéteses ([3]):

h1l. Para sobreviver, os predadores dependem da presenca de presas;
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h2. A taxa de predagao depende da probabilidade em que uma presa interage com um predador;

h3. A taxa de crescimento da populacio de predadores é proporcional a ingestao de alimentos
(taxa de predagao).

Em outras palavras, a interacdo entre a presa e o predador é favordvel para o predador e
prejudicial para a presa.

L far)

Figura 2: Solugao z,y (milhoes) por
tempo ¢ (anos), sendo que a curva tra-

Figura 1: Plano de fase do modelo (1) cejada corresponde as presas enquanto
sendo a = 0.08, b = 0.09, ¢ = 0.075 e a curva continua representa os preda-
d=0.07. dores.

Vemos em [5] a seguinte observacdo: se o habitat onde as presas e predadores convivem é
pequeno, a predacao acontece rapidamente desde que haja presas suficiente, isto é, se o nimero de
presas é maior do que o de predadores, a taxa de predacgao sera predominantemente determinada
pelo nimero de predadores e, em situacao contraria, se houver mais predadores do que presas
essa taxa sera proporcional ao nimero de presas. A partir dessa observagao, concluimos que em
ambos os casos, a taxa de predacao é proporcional ao minimo entre presas e predadores.

Dessa forma, surgiu nossa inspiracao para o uso de t-normas diferentes da t-norma do produto
e trataremos isso adiante.

2.1 Presa-predador de Lotka-Volterra com a t-norma do minimo

O conceito de t-norma é importante para interpretacao de conjuncgoes e também para operagoes
entre conjuntos fuzzy [1, 4, 6, 8, 11]. Uma t-norma 7' é uma operagao binéria 7" : [0,1] x [0, 1] —
[0, 1] que satisfaz quatro propriedades:

e clemento neutro: 17Tz = x;

e comutativa: =Ty = yT'z;

e associativa: T (yTz) = (2Ty)Tz;

e monotonicidade: se x <wu ey < v, entao xTy < ulw.

Alguns exemplos de t-norma sao: Ti(x,y) = xy, Ta(z,y) = min {z,y} e T3(x,y) = %

Levando em conta as observagoes de [5], adotaremos inicialmente a t-norma do minimo(7%(z, y))
na interacao entre as espécies. Dessa forma, (1) passa a ser

‘fl—f = azr—>blzxANy)
&y : (2)
7 = —cy+dxzAy)
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Figura 3: Plano de fase do modelo 2, sendo a = 0.08, b = 0.09, ¢ = 0.075 e d = 0.07.

O modelo (2) satisfaz as hipdteses hl, h2 e h3, pois os predadores precisam das presas para
sobreviver e a taxa de predagao depende da interacao entre eles (que nesse caso é dado pelo
minimo). O tnico ponto de equilibrio desse sistema é dado por (z,y) = (0,0).

Na Figura 3, o ponto (0,0) é ponto de sela para o modelo (2) da mesma forma que o é para
o modelo (1). Chamamos atengao para o fato de que o modelo (2) é baseado na ¢t-norma do
minimo, pois as populages de presas e predadores nao variam apenas no intervalo [0, 1] onde
estd definida a t-norma [9].

A seguir, com o propdsito de aprimorar nossa modelagem utilizaremos a t-norma de Hama-
cher.

2.2 Presa-predador de Lotka-Volterra com a t-norma de Hamacher

A t- norma de Hamacher é dada por

_ Ty
Tg(x’y)_p+(1*p)(w+y7wy)’ )

[4, 6], para p # 0 temos z,y € [0,1] (se p =0, z,y # 0).
Substituindo o produto entre as populagoes = e y por (3) em (1), obtemos o seguinte modelo

| R—

dt p+(1-p)(z+y—zy) (4)
vy = ey dy

dt p+(1-p)(zt+y—zy)

sendo a, b, ¢ e d como em (1).

Como o modelo anterior, o modelo (1), é baseado na ¢t-norma de Hamacher. O modelo (4)
satisfaz todas as hipdteses (hl — h3) de um sistema presa-predador.

As solugoes do modelo (4) para diversos valores de p estao nas Figuras 4 e 5.

Analisando ‘fl—f =0e ¥ =0, obtemos, para (z,y) # (0,0), as iséclinas

dt
_alpz—1)—x)
y= —b+a(l+px—1)—2x)

clplex —1) —z) + dx
Y2 =
clp—1)(z—1)
Nao é possivel encontrar uma expressao geral para os pontos de equilibrio. Assim, para os
parametros a = 0.08, b = 0.09, ¢ = 0.075 e d = 0.07, obtemos os seguintes pontos de equilibrios

_ 2
_— 054+ 11p 0'004\/14641 + 706p + 529p

p— (p—1)2

(537 gS) = (07 0)
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Figura 4: Solucao x por tempo ¢, sendo a = Figura 5: Solucao y por tempo ¢, sendo a =
0.08, b =0.09, c=0.075 e d = 0.07. 0.08, b =10.09, c =0.075 e d = 0.07.

Notamos para p = 0.5, conforme o tempo aumenta os picos das solugoes também aumentam
em relacao as demais, isso tanto para as presas quanto para os predadores, seguido pelos picos
das solugdes com p = 1, (t-norma do produto), p = 1.5 e p = 2. Entre um pico e outro, a ordem
das curvas invertem, ou seja, quanto mais as presas crescem, maior serd a sua oferta para os
predadores [9].

Nas Figuras 6 a 10 temos o plano de fase para diversos valores de p.

s

Figura 6: Plano de fase da solugao com Figura 7: Plano de fase da solucao com
p=0. p =0.5.

Através da andlise dos autovalores da matriz Jacobiana do sistema (4) com os parametros
correspondentes aos das figuras 6 a 10, obtemos:

e Para p =0, o ponto de equilibrio P = (1.08,0.896) é centro neutro.

e Para p = 0.5, os pontos de equilibrio P = (0,0) é ponto de sela e @ = (1.075,0.892) é
centro neutro.

e Para p =1 (Figura 8), o modelo (4) é o préprio modelo de Lotka-Volterra e ele é analizado
na primeira seccao desde capitulo.

e Para p = 1.5, os ponto de equilibrio P = (1.067,0.885) é foco estavel, P = (0,0) e
Q@ = (3.38,2.81) sao pontos de sela.
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Figura 8: Plano de fase da solugao com
p=1.
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Figura 10: Plano de fase da solugdo com p = 2.

e Para p = 2, os pontos de equilibrio P = (1.063,0.882) é foco estavel, @ = (2.266,1.88) e
R = (0,0) sdo pontos de sela.

Dessa forma, notamos que para p < 1 temos pontos de equilibrios repulsores, para p = 1
temos 6rbitas fechadas em torno do ponto de equilibrio e para p > 1 temos pontos de equilibrio
atratores e pontos de sela.

Podemos interpretar o parametro p como a dificuldade da interacao entre as espécies en-
volvidas, pois como vemos nas Figuras 4 e 5 quando p = 1 a interacao dada é probabilistica
(préprio Lotka-Volterra)(Figura 8). Para valores de p > 1 (Figuras 9 e 10), a dificuldade de
interagao aumenta, isto é, a interagao depende de fatores mais especificos, como por exemplo, o
habitat, a habilidade de caca ou até mesmo a falta desta, mudangas de hébito entre outras. J&
quando o parametro 0 < p < 1 (Figuras 6 e 7), a interagao ocorre facilmente, ocasionando um
favorecimento de ambas as espécies com o passar do tempo [11].

Podemos concluir que o modelo (4) é determinado pela escolha do parametro p, ja que este
determina a estabilidade do sistema.
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3 Conclusoes

Neste trabalho, abordamos a interagao entre espécies, feita geralmente pela operagao produto,
através de operagoes chamadas t-normas. Nossa inspiragao surge no fato que a taxa de predagao
é proporcional ao minimo entre as populagoes. Aqui demos énfase aos modelos presa-predador,
porém poderiamos aplicar as t-normas para modelar outros tipo de interagao como por exemplo
interagoes de cooperagao.

O interessante no caso abordado foi o fato que obtermos, por exemplo com a ¢t-norma de
Hamacher, uma ferramenta a mais (pardmetro p) nesse tipo de modelo.
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