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Resumo. Nesse trabalho é estudado um problema de valor de contorno fuzzy (FPVC) que
envolve uma equacao diferencial fuzzy com termo fonte considerado como uma fungao fuzzy e
condigoes de contorno modeladas por nimeros fuzzy. E apresentada uma estrutura matricial
para obter uma solugao numérica a partir do método de diferengas finitas combinado ao uso
de derivadas fuzzy. A solugéo fuzzy é obtida a partir de seus a-niveis, que sao intervalos da
reta real. E apresentado um exemplo de resolucao para um FPVC que modela a equagao de
Bessel de ordem 1/2, a partir de esquemas de diferencas finitas centradas, comparando o uso
da derivada de Hukuhara (H-diferenciabilidade) e da derivada generalizada de Hukuhara
(gH-diferenciabilidade).
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de diferencas finitas, Equacao de Bessel, Derivada de Hukuhara, Derivada generalizada de
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1 Introducao

Muitos problemas em engenharia sao modelados matematicamente através de um Pro-
blema de Valor de Contorno (PVC). De forma geral, um PVC pode ser resolvido em forma
aproximada por métodos numéricos como o Método de Diferencas Finitas (MDF) [1]. E
claro que tais modelos podem nao ser fiéis ao fenémeno representado, uma vez que consi-
deram valores numéricos exatos nos parametros, fungoées modeladoras e/ou condicoes de
contorno do problema, mesmo que haja ai incertezas. Solucoes numéricas de um PVC
com condigoes de contorno consideradas como numeros fuzzy sao apresentadas em [2].
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Nessa proposta, objetivou-se sugerir uma solugao aproximada de um PVC cuja equagao
diferencial contem uma funcao fuzzy e as condicoes de contorno sao modeladas por ntimeros
fuzzy. Assim, serd investigada a aplicagdo do MDF para obter a solugao do FPVC que mo-
dela uma equacao diferencial ordinéria, linear, unidimensional e de coeficientes variaveis,
em z € [a,b] C R, da forma

r(z)y"(z) + plx)y (z) + q(2)y(z) = F(z), )
y(a) = A, y(b) =B,

onde as condigoes de contorno A, B € Rzr (sdo numeros fuzzy), r(z), p(xz) e g(z) sdo
funcoes reais e F': [a,b] Xx Rr x Rr — Rx é uma funcao fuzzy [3].

2 Preliminares

Um subconjunto fuzzy A de um universo U é caracterizado por uma funcao de per-
tinéncia p4 : U — [0,1] em que p4(z) indica o grau com que x € U pertence a A [4].
Denotamos a familia de subconjuntos fuzzy de U pelo simbolo F(U).

Definicao 2.1. [4] Seja A um subconjunto fuzzy de U e a € [0,1]. O a-nivel de A € o
subconjunto classico de U definido por [Alq = {x € U : pa(z) > a} para 0 < a < 1.

Quando U é um espaco topoldgico, o 0-nivel é definido como o fecho do suporte de
A, isto é, [A]o = suppA, em que suppA = {x € R : p4(x) > 0}. Para o = 1 denotamos
coreA={r e R:ps(x) =1}

Definicao 2.2. [4] Um subconjunto fuzzy A € chamado de nimero fuzzy se cada a-nivel
de A é um intervalo fechado, limitado e ndo vazio de R.

A partir da definicao 2.2, os a-niveis do nimero fuzzy A podem ser denotados na forma
paramétrica [A], = [ay,at], para todo « € [0,1]. Também, denotamos diama = al — ag
ao didmetro de um numero fuzzy A e por Rx a familia de todos os nimeros fuzzy de R.

Um ntmero fuzzy triangular é um caso tipico de Rz, cuja representacao paramétrica é
[Ala = [(m—ag)a+ag, (m—ad)a+ad], Va € [0,1], em que [A]g = [ay , af | e m = coreA.
A notacao de um nimero fuzzy triangular serd dada pela terna ordenada (ag ;m; ag).

Definicao 2.3. [3] Uma fung¢do com wvalores a nimero fuzzy, ou simplesmente fungdao
fuzzy, € o mapeamento F : [a,b] — Rz, no qual [a,b] C R.

Para cada z € [a,b], denotamos os a-niveis da fungao fuzzy F(x) por
[F(@)la = [fa (@), fa (2)], Yo € [0,1].

Definigao 2.4. [4] A derivada da fun¢ao fuzzy F(x), conhecida como derivada de Hu-
kuhara, € a funcao F': [a,b] = Rr cujos a-niveis sao dados por

[F'(2)], = [(f2) (@), (fF)(2)], Ya € [0,1].
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Assim, os a-niveis da derivada (fuzzy) sao as derivadas (classicas) dos extremos dos
a-niveis de F. Portanto, observamos que a existéncia de F’ (por H-diferenciabilidade)
implica necessariamente na existéncia das derivadas classicas (f;, ) e (fF)" [4].

Uma vez que a derivada da Definigao 2.4 é restritiva, os autores em [5] introduzem, e em
[6] formalizam, o conceito de derivada generalizada de Hukuhara (gH-diferenciabilidade).

Definicao 2.5. [6] Seja F : [a,b] — Rz uma funcdo fuzzy, para cada o € [0,1] e
xo € la,b]. Dizemos que F € (1)-gH -diferencidvel e para xo se

(1) [F'(@0)],, = [(fa) (x0), (fa)' (o),

e que F é (2)-gH -diferencidvel para xq se

(2) [F'(x0)], = [(f2) (x0), (fa ) (x0)].

Note que a Defini¢ao 2.5 distingue duas formas intervalares possiveis ((i) e (ii)). Assim,
cabe mencionar que se existe F’(z() na primeira forma (segunda forma) com F'(z¢) ¢ R,
entdo nao existe F'(zp) na segunda forma (primeira forma) simultaneamente [6].

3 Desenvolvimento

A seguir, elaboramos a estrutura matematica necessaria para resolver, de forma apro-
ximada, o FPVC (1), mediante a combinagao do uso de derivadas fuzzy e o MDF.

Primeiramente, uma vez que em (1) F' é uma fungao fuzzy e as condic¢oes de contorno
A, B € Rr, consideramos que a solugao deve ser uma funcao fuzzy (Defini¢ao 2.3), isto é,
y(x) € Ry tal que [y(2)la = [yo (2),ya ()], Vo € [0, 1].

Seguidamente, assumindo que em (1) o campo é duas vezes gH-diferenciavel, podemos
estabelecer quatro PVCs intervalares [7], em termos dos a-niveis, a partir das duas formas
possiveis da gH-diferenciabilidade (Defini¢ao 2.5), dados por

PVC-(1,1)
{T(x)[(y;)”(w),(yi)”( 2)] +p(@)[(ya ) (), (yd)' ()] + a(@)[ya (@), y3 (2)] = [f5 (@), [ (@)],  (2)

y(a) = [a(;7 a:;]a y(b) [ba ) bi]

PVC (1 2)
(ya) (@)] + (@) [(ya) (), (3) (@)] + q(@)[ys (=), yd ()] = [fo (@), ()], (3)
ay,at], y(b) = [by, b,
(2 1)
(ya) (= )]+p( ) (@), (ya) ()] + a(@)[ys (), yd ()] = [fo (@), f3 (@)],  (4)
PVC (2 2)
(ya) (@)] + p(@)[(yd) (), (v2) (@)] + q(@)[yg (x), yd ()] = [fo (@), ()], (5)
ag,at], y(b) = [by, bt ],
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A notagao PVC-(j,k), dos PVCs intervalares (2)-(5), significa o uso da forma (j)-gH-
diferencidvel para y(z) e da forma (k)-gH-diferencidvel para y'(x), com j, k € {1,2}.

Cada um dos PVCs intervalares fornece um sistema de duas equagoes diferenciais
ordindrias (EDOs) e condicoes de contorno deterministicas (ja que os extremos intervalares
sao fungdes reais) para cada o € [0,1]. Por exemplo, para o PVC (2), que é equivalente
ao uso da derivada de Hukuhara (Defini¢ao 2.4), temos

(@) (ya)" (@) + p(e)(ya ) (2) + a(@)y, (x) = fo (),
Ya (@) = ay, yo (b) = by
r(@)(ya)" (@) + p(2)(ya) (z) + q(2)yq (2) = [ (2),
Ya (a) = af, yy (b) = b

(6)

Assim, é possivel resolver cada sistema associado, a cada PVC intervalar, pelo MDF
o qual implica na discretizacdo do dominio do problema. Para tal fim, considera-se a
particdo 7, :a =11 < x93 < -+ < Ty < Tp41 = b, do intervalo [a, b], em n subintervalos
de comprimento homogéneo uniforme Az = b_Ta, e o esquema de diferengas centradas de
segunda ordem [1], baseado na serie de Taylor classica, que aproxima o valor das derivadas

primeira e segunda, de uma funcao real X, da forma:

Xio1 —2Xi + Xin

X!~
¢ (Azx)? 7
X7 A Xit1 — X1
g 2Azx '

Logo, fazendo z; = a + (i — 1)Ax, considerando a aproximagao (constante por partes)
para y(x;) = vy, 1 = r(z;), pi = p(z;) e ¢ = q(x;), com i = 2,...,n, e as aproximagoes do
esquema de diferengas centradas de (7), obtemos n — 1 equagdes lineares, que represen-
tam, em forma discreta, cada EDO nos sistemas associados aos quatro PVCs intervalares.
Assim, no caso do sistema (6) temos

(Yo )i—1 = 2(Ya )i + (Wa )it (Yo i1 — (Yo )i

(Ac)? P )i = ()i e .
+Yy. _ +y. +Y. + . (Y.
ppltnho =2l dees . Wedeet SRt g8, = (7).

Para resolver as 2(n—1) equagoes lineares em (8), correspondentes ao sistema (6), para
cada a € [0, 1], em termos das solugdes requeridas (y;, ); e (y1); com i =1,2,...,n+1 (ja
que y(a) e y(b) sao nimeros fuzzy dados), é configurada uma estrutura matricial Sy = d,
dada por

S:[gi g?]’yTZ[(y;h o Wadn W o W) | ed:[gﬂ,

Portanto, no caso especifico do sistema (6), temos que So = Q41 €
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1 0 0 e 0
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Si = 0 G~ e map @ 0 ,
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0 0 0 1]
di =[ag (f)2 -+ (fadn bg ] e di =[al (f)2 - (fn bl ]

Dependendo das configuragoes estabelecidas pela g H-diferenciabilidade nos PVCs (3),
(4) e (5), o formato das 2(n — 1) equagoes lineares e os elementos das matrizes S1 e S2,
em cada caso, muda (por exemplo, Sy deixa de ser nula, isto é, Sy # Q).

Cabe mencionar que, a configuracao do esquema centrado e a estrutura matricial es-
tabelecida para resolver o FPVC (2), segundo o sistema (6), isto é, so considerando a
derivada de Hukuhara, aparece em [8] e que solugbes via MDF para estruturas a partir
dos PVCs (3), (4) ou (5), ou seja, contemplando o uso da gH-diferenciabilidade, foram
tentadas (mas com diferente esquema centrado) em [9].

4 Exemplo

Considere o FPVC, que modela a equagao de Bessel de ordem 1/2, linear e com coefi-
cientes varidveis em z € [1, 15], dado por [10]
Py (@) + oy () + (& — }) yla) = Fla) o
y(1)=A, y(15) = B,

onde A = (0.5;1;1.5), B = (—0.25;0;0.25) e F(x) = F = (—2;0;2), isto é, A, B, e
F € F(R). Portanto, podemos representar (ver Figura 1) as quatro formas intervalares
distintas, (2)-(5), da gH-diferenciabilidade.

As simulagoes computacionais foram realizadas para n = 128 subintervalos na discre-
tizacdo do dominio para x € [1,15]. Também, a estabilidade do esquema numérico foi
conferida uma vez que o Nucleo de Péclet (=~ 1.6406) foi menor que 2.

5 Conclusoes

Neste trabalho foi possivel estabelecer solu¢oes numeéricas para FPVCs com termo fonte
dado por uma funcao fuzzy e para condi¢oes de contorno modeladas por nimeros fuzzy.
Cada solucao aproximada foi obtida via o Método de Diferencas Finitas (MDF) combinado
com esquemas intervalares a partir da derivada generalizada de Hukuhara (quatro formas
para um FPVC linear, de segunda ordem, com coeficientes varidveis).
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Figura 1: Solugao fuzzy de (9), via MDF, dos quatro esquemas na gH-diferenciabilidade,
(2)-(5), da esquerda para a direita e de cima para baixo.

A partir das solugoes numéricas do exemplo apresentado, visualizadas na Figura 1, nao
podemos discernir qual das quatro formas é a solucao fuzzy a escolher, nem comprovar
se sdo ou nao duas vezes gH-diferencidveis (porque nao temos solugao analitica para de-
rivar). Porém, as formas primeira e quarta apresentam situagoes de mudanca imprépria
de numeros fuzzy, portanto, as formas segunda e terceira ficam sendo as melhores inter-
pretacoes da forma sinusoidal decrescente da equacao de Bessel (de miiltiplas aplicagoes
em diversos campos da ciéncia como electromagnetismo, processos de conducgao de calor
e difusao, processamento de sinais, vibracoes e radiacao actstica, entre outras) .

Conferimos que o esquema via MDF e a g H-diferenciabilidade constituem uma eficiente
ferramenta para resolver qualquer FPVC linear com coeficientes variaveis quando solucoes
fuzzy analiticas nao sejam possiveis de obter. Finalmente, trabalhos futuros podem se
enquadrar na abordagem para FPVCs nao lineares e/ou considerando outros tipos de
derivadas fuzzy.
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