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Objetivos

A Teoria da Medida consiste em uma importante área da Matemática que dedica-se a
generalização dos conceitos de área, volume, etc. Suas aplicações são múltiplas permeando
todas as áreas da matemática e sendo imprescind́ıvel em áreas como a Teoria da Proba-
bilidade, Sistemas Dinâmicos e outras. Nesse trabalho apresentamos um dos resultados
centrais nessa teoria, tratando esse de uma forma de decomposição de uma medida em
termos de outras duas medidas, uma delas singular e a outra absolutamente cont́ınua com
respeito a uma certa medida fixada. Esse resultado também nos permite definir o conceito
de diferenciação de medidas, o que é fundamental para a teoria das chamadas Medidas de
Radon bem como permite que se generalize um resultado importante da Análise Funcional,
consistindo esse no Teorema de Representação de Riesz.

Os objetivos são introduzir as medidas com sinal e estudar o Teorema de Lebesgue-
Radon-Nikodym, de modo a possibilitar futuro aprofundamento nessa teoria.

Material e Métodos

A metodologia é a comumente empregada em pesquisa teórica em matemática, consis-
tindo em pesquisa bibliográfica.

Resultados e discussão

Teorema da decomposição de Hahn: Seja ν uma medida com sinal sobre (X,M).
Então, existe um conjunto positivo P e um conjunto negativo N, ambos segundo ν tais
que P ∪ N = X e P ∩ X = ∅. Se P 1 e N1 é um outro par nestas condições, então
P∆P 1(= N∆N1) tem medida nula com respeito a ν.

Teorema da decomposição de Jordan: Seja ν uma medida com sinal. Então, existe
duas únicas medidas positivas ν+ e ν− tais que ν = ν+ − ν− e ν+⊥ν−.
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Corolário: Se f ∈ L1(µ), para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que |
∫
E fdµ |< ε sempre que

µ(E) < δ
Lema: Sejam ν e µ duas medidas finitas sobre (X,M). Então ou ν � µ ou existem ε > 0
e E ∈M tais que µ(E) > ε e ν ≥ εµ sobre E.
Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym: Seja ν uma medida com sinal σ-finita e µ
uma medida positiva σ-finita, ambas sobre (X,M). Existem duas únicas medidas com
sinal sigma-finitas λ e ρ sobre (X,M) tais que λ ⊥ µ, ρµ, e ν = λ + ρ. Ainda, existe
uma função µ-integrável estendida f : X −→ R tal que dρ = fdµ. Ainda mais, f é única
a menos de um conjunto de medida nula segundo µ.

Conclusões

O Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym é uma ferramenta fundamental no estudo da
Teoria da Medida pois nos diz como decompor uma medida com respeito a outras duas,
guardando certas propriedades entre si. Trata-se de um resultado profundo e que exige
o estudo prévio de vários conceitos para a definição de medidas como as σ− álgebras,
medidas exteriores, etc.

Como resultado obteve-se o conhecimento de um importante resultado na Teoria da
Medida, o que possibilitará um aprofundamento nos estudos sobre esta importante área
de pesquisa em Matemática.
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