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Equações dinâmicas em escalas temporais têm sido objeto de estudo de vários pes-
quisadores, com o intuito de unificar as teorias de equações diferenciais e de equações de
diferença (ver [1, 2]). Neste trabalho estudamos a equação dinâmica linear de 1a ordem

y∆ = p (t) y + g(t) (1)

para funções p, g : T → R rd-cont́ınuas com p regressiva, definidas sobre uma escala
temporal T ⊂ R. A notação y∆ indica a delta-derivada da função y : T → R a ser
determinada (ver definições adiante).

Para enunciarmos o principal resultado deste trabalho (Teorema 1) introduziremos
primeiramente alguns conceitos preliminares do cálculo em escalas temporais (ver [1, 2]).
Uma escala temporal T é qualquer subconjunto fechado dos números reais R. Definimos
os operadores σ, ρ : T → T por σ (t) = inf {s ∈ T : s > t} e ρ (t) = sup {s ∈ T : s < t} ,
onde inf ∅ := maxT e sup ∅ := minT. Um ponto t ∈ T é dito denso à esquerda, disperso à
esquerda, denso à direita ou disperso à direita se ρ (t) = t, ρ (t) < t, σ (t) = t ou σ (t) > t,
respectivamente. Definimos µ : T → R+

0 por µ (t) = σ (t) − t. Agora, seja Tκ = T se
supT =∞ e Tκ = T\ (ρ (supT) , supT] se supT <∞.

Uma função f : T → R é dita delta-diferenciável em t ∈ Tκ se existe um número
α ∈ R tal que para todo ε > 0 existe uma vizinhança U de t de modo que

|f (σ (t))− f (s)− α (σ (t)− s)| ≤ ε |σ (t)− s| , ∀s ∈ U.

Neste caso, dizemos que α é a delta-derivada de f em t e escrevemos α = f∆ (t). Para a
escala temporal T = R temos σ (t) = ρ (t) = t, µ (t) = 0 e se f : R→ R é delta-diferenciável

então f∆ (t) = lim
s→t

f (t)− f (s)

t− s
= f ′ (t); logo, equações dinâmicas em T = R são equações

diferenciais ordinárias. Já para escala temporal T = Z, temos que σ (t) = t+1, ρ (t) = t−1,

µ (t) = 1, e f∆ (t) =
f (σ (t))− f (t)

µ (t)
= f (t+ 1)−f (t) para toda função f : Z→ R; assim,

as equações dinâmicas em T = Z são equações de diferença.
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Uma função f : T→ R é chamada rd-cont́ınua se ela é cont́ınua nos pontos de T densos
à direita e existem os limites laterais de f à esquerda nos pontos de T densos à esquerda.
Uma função F : T→ R com F∆(t) = f(t) para t ∈ Tκ, é chamada uma antiderivada de f ,

e definimos a delta-integral
∫ b
a f (τ) ∆τ = F (b) − F (a), onde a, b ∈ T. É bem conhecido

que toda função rd-cont́ınua tem uma antiderivada (Teorema 1.74 em [1]).
Vamos agora introduzir um conceito relacionado às equações dinâmicas. Uma equação

do tipo (1) é dita regressiva se as funções p : T → R e g : T → R são rd-cont́ınuas com p
sendo regressiva, isto é, 1 + µ (t) p (t) 6= 0 para todo t ∈ Tκ.

Para t0 ∈ T, y0 ∈ R e p função rd-cont́ınua e regressiva, a única solução do PVI
(problema de valor inicial) constitúıdo pela equação homogênea y∆ = p (t) y e a condição
inicial y (t0) = y0 é dada por y(t) = ep (t, t0) y0 (Teorema 2.62 em [1]), em que ep (·, t0) é
a função exponencial definida por

ep (t, s) = exp

{∫ t

s
ξµ(τ) (p (τ)) ∆τ

}
com ξh (z) =


Log (1 + zh)

h
se h 6= 0

z se h = 0.

Por exemplo, se T = R, então ep (t, s) = exp
{∫ t

s p (τ) dτ
}

para p : R → R cont́ınua, dáı

eα (t, s) = eα(t−s) para p = α constante, e e1 (t, 0) = et. Se T = Z, então eα (t, s) =
(1 + α)t−s para α 6= −1 e e1 (t, 0) = 2t.

O teorema a seguir é o principal resultado deste trabalho, cuja demonstração pode ser
encontrada em [1].

Teorema 1. (Variação de Parâmetros) Suponha a equação (1) regressiva. Sejam
t0 ∈ T e y0 ∈ R. A única solução do PVI

y∆ = p (t) y + g(t), y (t0) = y0 (2)

é dada por

y (t) = ep (t, t0) y0 +

∫ t

t0

ep (t, σ (τ)) g (τ) ∆τ. (3)

Quando T = R a função y(t) dada por (3) é a solução usual do PVI (2) para uma EDO
linear de 1a ordem.

Exemplo. Considere o PVI: y∆ = 2y + 3t, y(0) = 0, em T = Z. As funções p(t) = 2 e
g(t) = 3t são rd-cont́ınuas e p é regressiva. Pelo Teorema 1 a única solução deste PVI é

y (t) = ep(t, 0) · 0 +

∫ t

0
ep (t, τ + 1) 3τ ∆τ =

∫ t

0
exp

{∫ t

τ+1
ξ1 (2) ∆τ

}
3τ ∆τ = t 3t−1.
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