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Equagoes dindmicas em escalas temporais tém sido objeto de estudo de varios pes-
quisadores, com o intuito de unificar as teorias de equagoes diferenciais e de equagoes de
diferenca (ver [1,2]). Neste trabalho estudamos a equagao dinamica linear de 1* ordem

y> =p(t)y+g(t) (1)

para funcgoes p,g : T — R rd-continuas com p regressiva, definidas sobre uma escala
temporal T C R. A notacdo y° indica a delta-derivada da funcio y : T — R a ser
determinada (ver defini¢oes adiante).

Para enunciarmos o principal resultado deste trabalho (Teorema 1) introduziremos
primeiramente alguns conceitos preliminares do célculo em escalas temporais (ver [1,2]).
Uma escala temporal T é qualquer subconjunto fechado dos niimeros reais R. Definimos
os operadores o,p : T — T por o (t) = inf{se€T:s>t}ep(t) =sup{seT:s<t},
onde inf ) := maxT e sup() := minT. Um ponto ¢t € T é dito denso & esquerda, disperso &
esquerda, denso a direita ou disperso a direita se p (t) =t, p(t) <t, o (t) =t ou o (t) > t,
respectivamente. Definimos p : T — RJ por u(t) = o (t) — t. Agora, seja T" = T se
supT =00 e T =T\ (p(supT),sup T| se sup T < oco.

Uma funcao f : T — R é dita delta-diferencidvel em t € T" se existe um nimero
a € R tal que para todo € > 0 existe uma vizinhanca U de t de modo que

lf(c@®)—=f(s)—a(c(t)—s)| <elo(t)—s|, VseU.

Neste caso, dizemos que « é a delta-derivada de f em t e escrevemos o = f2 (t). Para a
escala temporal T = Rtemos o (t) = p(t) =1, u(t) = 0ese f : R — R é delta-diferencidvel
t _
entdo f2 () = lim 7f( )= f(s)
s—t t—s
diferenciais ordindarias. Ja para escala temporal T = Z, temos que o (t) = t+1, p (t) = t—1,

as equagoes dinamicas em T = Z sao equagoes de diferenga.

= f'(t); logo, equacoes dinaAmicas em T = R sdo equagoes

= f(t+1)—f(t) para toda fungao f : Z — R; assim,
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Uma funcao f : T — R é chamada rd-continua se ela é continua nos pontos de T densos
a direita e existem os limites laterais de f a esquerda nos pontos de T densos a esquerda.
Uma funcdo F : T — R com F2(t) = f(t) parat € T*, é chamada uma antiderivada de f,
e definimos a delta-integral fff () AT = F (b) — F (a), onde a,b € T. E bem conhecido
que toda fun¢ao rd-continua tem uma antiderivada (Teorema 1.74 em [1]).

Vamos agora introduzir um conceito relacionado as equagoes dinamicas. Uma equagao
do tipo (1) é dita regressiva se as fun¢oes p: T — R e g : T — R s@o rd-continuas com p
sendo regressiva, isto é, 1 4+ u (t) p (t) # 0 para todo t € T*.

Para tg € T, yo € R e p fungdo rd-continua e regressiva, a tunica solugao do PVI
(problema de valor inicial) constituido pela equacdo homogénea y> = p (t)y e a condicao
inicial y (to) = yo é dada por y(t) = e, (t,t0) yo (Teorema 2.62 em [1]), em que e, (-, %) é
a funcdo exponencial definida por

Log (1 + zh)

t .
ep<t,s>—exp{ [ e <p<r>>m} com € (=) n se h70
s z se h=0.

Por exemplo, se T = R, entdo e, (t,s) = exp {f;p (1) dT} para p : R — R continua, daf
eq (t,s) = e®!=%) para p = a constante, e e; (t,0) = e'. Se T = Z, entdo ey (t,5) =
(1+ )" para a # —1 e ey (t,0) = 2.

O teorema a seguir é o principal resultado deste trabalho, cuja demonstracao pode ser
encontrada em [1].

Teorema 1. (Variagcdo de Pardametros) Suponha a equagio (1) regressiva. Sejam
to € T eyo € R. A unica solugdo do PVI

yr=pt)y+9@®), ylt) =10 (2)
€ dada por .
v = (tto)m+ [ e (to(m)g () Ar 3)

Quando T = R a fungao y(t) dada por (3) é a solugao usual do PVI (2) para uma EDO
linear de 1* ordem.

Exemplo. Considere o PVL: 32 = 2y 4 3!, y(0) =0, em T = Z. As funcdes p(t) =2 e
g(t) = 3! sao rd-continuas e p é regressiva. Pelo Teorema 1 a tnica solugao deste PVI é

t t t
y(t):ep(t,O)-O—i—/ e (7 + 1) AT:/ exp{/ {1(2)AT}3T Ar = ¢ 31,
0 0 T+1
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