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1 Introducao

As aplicacoes dos estudos de reticulados se estendem a diversas dreas, como por exem-
plo a area da Teoria da Informacao, devido sua representatividade de constelagoes de sinais
para os canais Gaussiano e com desvanecimento do tipo Rayleigh. Diferentes aplicagoes
praticas requerem reticulados com diferentes propriedades. Por exemplo, reticulados com
alta densidade de centro sao vantajosos para canais com desvanecimento do tipo Ray-
leigh. Ja em outras situacoes € interessante estudar problemas relacionados ao kissing
number ou a diversidade de reticulados. Neste trabalho, investigamos a classe de reticu-
lados bem arredondados (do inglés, well-rounded), que vem sendo estudada recentemente
e que apresenta boas propriedades para aplicacoes praticas.

2 Reticulados bem arredondados

Intuitivamente, um reticulado em R” é um conjunto infinito e discreto de pontos do
R™ dispostos de forma regular. Formalmente, se {vi,...,v,;,} é um conjunto de vetores
linearmente independentes em R™ (tal que m < n) entao o conjunto de pontos

A= {x:i)\ivi, A GZ} (1)

i=1
é chamado um reticulado de posto m e o conjunto {vi,...,v,,} é chamado uma base do
reticulado. Diz-se que o posto é completo quando m = n.
Neste contexto, se A é um reticulado em R"™ de posto completo, define-se o minimo de
A e o conjunto dos vetores minimos de A, respectivamente por:

Al = min{||z]|*: z € A, x # 0} (2)

S(A) ={z € A:|lz]* = [A]}, (3)
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onde || || é a norma euclidiana usual em R™. Graficamente, os elementos de S(A) sao
aqueles de menor distancia até a origem (exceto ela mesma).

Postas as definigoes, o reticulado é considerado bem arredondado se S(A) gera R™. Em
R2, verificamos que reticulados tém sempre dois, quatro ou seis vetores minimos. Além
disso, sao bem arredondados se, e somente se, possuem quatro ou seis vetores minimos.

Dentre os reticulados do tipo o(Ok), onde K é um corpo quadratico, Ok é o anel dos
inteiros de K e ¢ : K — R” é o0 homomorfismo canonico, veremos que os unicos reticulados
bem arredondados sdo justamente o reticulado Z? e o reticulado hexagonal, ou seja, quando
K = Q(v/—1) ou K = Q(v/—3), respectivamente. No entanto, existem infinitos corpos
quadraticos K tais que Ok contém um ideal Z tal que o(Z) é bem arredondado.

Por fim, verificamos que todos os reticulados bem arredondados de seis vetores minimos
sao semelhantes ao reticulado hexagonal, seja por dilatacao ou translacdo, bem como
existem infinitas classes de reticulados bem arredondados de quatro vetores minimos.

No caso de reticulados em R™, com n > 2, a propriedade que os caracteriza como bem
arredondados, s6 acontece nos casos em que K é um corpo ciclotémico, [3].
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