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Laerty João dos Santos Damião1

Rafael Santos Thebaldi2
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1 Introdução

O sistema massa-mola não-linear é um modelo inicialmente proposto para explicar
efeitos não lineares que resultaram na queda da ponte Tacoma Narrows em 1940. Nesse
modelo, uma tira elástica é adicionada em paralelo à mola de um sistema massa-mola
amortecido, criando um sistema não-linear. Matematicamente, a dinâmica do desloca-
mento y, em função do tempo t, desse conjunto é descrita por:

my′′(t) + γy′(t) + F (y(t)) = f(t) (1)

onde m é a massa, γ é a constante de amortecimento, F (y(t)) = K(y(t))y(t) é a força
exercida pela mola e pela tira elástica, cuja constante elástica efetiva é K(y(t)), e f(t) é
a força externa aplicada.

2 Modelagem e Resultados

Na nova modelagem do sistema, considerou-se uma constante elástica que varia de
modo cont́ınuo entre trechos constantes, ou seja,

K(y(t)) =


k, se y(t) < e1 ≤ 0,
k + b(y − e1)/(e2 − e1), se e1 < y(t) ≤ e2,
k + b, se y(t) > e2 ≥ 0.

(2)
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onde k é a constante da mola, b é a contante da tira elástica e e1 e e2 são parâmetros que
determinam uma alteração de K(y(t)). Assim, os estados estacionários do sistema foram,
computacionalmente, determinados variando a posição e velocidade iniciais nos intervalos
[−10, 10] e [−20, 20], respectivamente. Os parâmetros m = 1, γ = 0, 01, k = 13, b = 4 e
f(t) = 10 + 0, 1sen(4t) foram mantidos fixos enquanto variou-se e1 ou e2. Humphreys e
Shammas estudaram em [1] o mesmo sistema, porém com e1 = e2 = 0.

Os gráficos das figuras 1(a) e 1(b) mostram a amplitude de cada solução estacionária
estável, em função de e1, para os casos em que e2 = −e1 e e2 = 0. A figura 1(c) mostra
a amplitude, em função de e2, para o caso em que e1 = 0. Já a figura 1(d) mostra o
mapeamento dos estados estacionários do sistema com e1 = 0 e e2 = 0, 01.

Dessa forma, observa-se que a amplitude e a existência de um ou dois estados esta-
cionários está diretamente relacionada à variação da constante elástica efetiva da mola e
que, dentro de uma configuração espećıfica de parâmetros que possibilite dois estados, a
estabilização do sistema em um deles é dependente da posição e velocidade iniciais.
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(a) Amplitude, em função de e1, para e2 = −e1.
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(b) Amplitude, em função de e1, para e2 = 0.
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(c) Amplitude, em função de e2, para e1 = 0. (d) Mapeamentos dos estados estacionários.

Figura 1: Dependência da amplitude das oscilações em relação aos parâmetros de K(y(t))
e mapeamento dos estados no plano velocidade inicial versus posição inicial.
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